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La derivada 

Definición e interpretación: 
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Aproximaciones lineales 

 
 

Diferenciales 
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Polinomio de taylor 
El polinomio de taylor es una aproximación de​ n-ésimo grado 
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Estimación de f’(x) 
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Relación con continuidad 
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Aplicaciones de la derivada: 

Teorema de Rolle 
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T. Valor medio de Lagrange 
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T. Valor medio de Cauchy 
● Es una generalización del teorema del valor medio, se usa para la demostración de la 

regla de L’Hopital. 
● Si g(x)=x entonces g’(x)=1 y la afirmación del teorema es igual al teorema del valor medio. 

 

Regla de L’Hopital 
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Paso a  Paso 

 
Para demostrar que :(x)/g(x) Llim

x→a
f =   

 
Con esto aseguramos la continuidad de ​F(x)​. Lo mismo para ​G(x) 

 
3. Usando el teorema de valor medio de Cauchy,  y:y tal que a  ∃ < y < x  

 
4. Ya que los límites por izquierda y por derecha son L, se puede decir qué  

 
Entonces: 

 

5. Y si se trata de​ , se reemplaza de la siguiente manera: lim
x→∞

f (x)
g(x)  lim

t→0

f (1/t)
g(1/t) =  lim

x→∞
f (x)′
g (x)′  
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Productos indeterminados: 
Para resolverlos, se realizan artificios para reescribir uno de los productos como cociente. 

 

 

Potencias indeterminadas: 
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Crecimiento y decrecimiento 

 

 

 

Demostración: 
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Extremos: Máximos y Mínimos 

Definición: 

 

 
  

 
Enrique Walter Philippeaux    Página 17 



Resumen Análisis Matemático 1 2020 
 

Teorema de Weierstrass 
El teorema de Weierstrass afirma la existencia de máximos y mínimos. 
Si yo tengo una función continua. Si o Si alcanza un máximo y un mínimo absoluto. 
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T. Fermat (Cond. Necesaria NO Suficiente) 

 
Ejemplos de casos donde no vale el teorema: 

 

 
 

Paso a Paso: 
1. Suponemos que​ f​ tiene un máximo local en ​x = c​, si tomamos valores lo suficientemente 

cerca de c, pero no c mismo, obtenemos lo siguiente: 

 
2. Si dividimos la desigualdad por ​h​, y hacemos límite para cuando ​h -> 0​, tenemos la fórmula 

de la derivada: 

 
3. Esto demuestra que ​f’(c) <= 0​, y analizando de misma manera pero tomando ​límite ​por 

izquierda tenemos: 

 
4. Así demostramos que ​f’(c) >= 0 y f’(c) <= 0​, por lo que, por el teorema de compresión: 
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f’(c) = 0 

Demostración 
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Puntos Críticos: 

Definición: 

 

Condiciones Suficientes 

Prueba de la primera derivada 
El primero de los métodos para encontrar los máximos y mínimos es la prueba de la primera 
derivada, que es el utilizado para los casos donde no exista la derivada en un punto c. 
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Prueba de la segunda derivada 
Es el utilizado con más frecuencia, ya que es común sacar la derivada segunda al analizar funciones. 
Esto no sirve cuando la derivada segunda es 0. 

 

Demostración: 
Aplicamos el polinomio de taylor a la a la función hasta que la misma  de diferente a cero. Cuando 
lleguemos a un valor de la derivada analizaremos su exponente. 

● Si es par y f^n(x)>0 tendremos un mínimo local  
● Si es par y f^n(x)<0 tendremos un máximo local  
● Si es impar tendremos un punto de inflexión  

 
 

 

 
Enrique Walter Philippeaux    Página 22 



Resumen Análisis Matemático 1 2020 
 

 
 
Idea general. 
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Concavidad y puntos de inflexión 

Concavidad 

 

 
 

Para obtener la concavidad en un intervalo, se debe realizar la: 
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Punto de inflexión 

 

 

Integral Indefinida / Antiderivada 

Definición (antiderivada) 
Una función ​g:[a,b] -> R​ se dice Antiderivada de la función f si ​g’(x) = f(x)​ Es decir, si la derivada de 
g​ es igual a ​f​.  
Ejemplo: La antiderivada de​ f(x) = 0​ es una función constante 
Una función​ f(x) ​NO tiene una única antiderivada, pero si ​g1 y g2 
son antiderivadas de f entonces: ​g1 = g2 + C​ para alguna constante apropiada ​C​. 
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Teorema del valor medio del cálculo integral 
Esto no lo dio específicamente la profe, no va al parcial. 
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Teorema fundamental del cálculo integral 

 

Paso a Paso 
1. planteando que g’(x) = f(x) , y tomando un punto genérico x y otro punto h dentro de un 

intervalo, planteo: 

  
donde x y x+h están en (a,b) 

2. Divido la igualdad por ​h != 0​ para obtener la ecuación de la derivada. 

  
3. Por el teorema de ​weierstrass​, establecemos que van a haber dos números u y v en el 

intervalo donde f(u) sea un mínimo y f(v) sea un máximo absolutos de f(x) sobre ese intervalo. 

 
4. Dividiendo la desigualdad por h, y reemplazando lo obtenido en el punto ​2​, tenemos: 

 

 
5. cuando h -> 0, u -> x y también v -> x, y por teorema de compresión de los límites podemos 

definir que: 
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Demostración detallada 
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Otra explicación 
Teorema fundamental del cálculo: Para cualquier función f(x) que sea contínua sobre el             
intervalo [a,b]: 

 
 
en donde ​z​k​ es cualquier punto en el 
intervalo ​I​k 

 

 
 
Ejemplo:   Encontrar el área bajo la curva de la 
siguiente ecuación en los límites dados. 
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Otra explicación 
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Regla de Barrow 

 

Paso a Paso:  
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Integral Definida 

Paso a paso 
Para calcular el área debajo de una determinada curva, nos 
aproximamos con rectángulos de base cada vez más 
pequeños, que, efectivamente son infinitos rectángulos. 

 
 
El proceso del cálculo del integral es el 
siguiente: 
 

1. Partimos el intervalo original ​[a,b]​ en ​n 
subintervalos. 
a, ], x , ], x , ], .., x , ]  [ x1 [ 1 x2 [ i−1 xi . [ n−1 b  

 
2. La longitud de cada intervalo es de 

.​ Todos tienen laxxi − xi−1 = Δ  
misma longitud. 

3. Tomamos como altura de cada rectángulo un punto . El área de cada rectángulo es de suxi
* 

  

base por altura, es decir: Δxf (x )i
*  

  
4. El área debajo de la curva es: [f (x ) Δx f (x ) Δx ··· f (x ) Δx]A = lim

n→∞
*
1

 
 +  *

2
 
 +  +  *

n
 
  

5. Si aplicamos un límite, para, efectivamente tomar infinitos rectángulos de base cada vez más 
pequeña, obtenemos la siguiente formula que es la definición de la integral definida. 

Δx dxA = lim
n→∞

∑
n

i=1
 f (x )*

n
 
 = ∫

b

a
f (x)  
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Definición: 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Observación​: Si f es positiva entonces la integral entre a y b 
puede interpretarse como el área debajo de la curva f: 
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Propiedades: 
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Métodos de integración: 

Integración directa ( tabla ) 
(como la tabla de derivadas, al revés xd) 
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Por sustitución 
El método de sustitución es uno de los más utilizados. 

 

 

El problema con las integrales definidas: 
Cuando se evalúa una integral definida por sustitución, pueden aplicarse dos métodos.  
Uno consiste en evaluar primero la integral indefinida y, enseguida, aplicar el teorema fundamental. 
Por ejemplo, si se usa el resultado del ejemplo 2, se tiene: 
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Ejemplo: 

 

Integración por partes 
Cada regla de derivación tiene una correspondiente regla de integración. Por ejemplo, a la regla de 
sustitución para la integración, le corresponde la regla de la cadena para la  derivación. La regla de 
integración que le corresponde a la derivación de un producto, se llama integración por partes. 
La regla del producto establece que si f y g son funciones derivables, entonces 

 
En la notación para integrales indefinidas, esta ecuación se convierte en 

 
Reacomodando, tenemos la ​fórmula para la integración por partes​: 
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Integrales de funciones trigonométricas 

1. Caso  sen x dx / ∫ cos x dx  ∫  n  n  

 
 

- Si la potencia es par, se debe agrupar de la siguiente manera: 
 (sen x)  dx∫  2  n/2

 
Luego, reemplazamos por la propiedad trigonométrica acorde y queda algo parecido a : 

∫ [1 cos(2x)]  dx ∫ dx ∫ cos(2x)  dx2
1 +   n/2

= 2
1 +  2

1 n/2  
 
Nota: Verificar los signos!!! 

 
- Si la potencia es impar, se debe agrupar en  siendo a = n-1. (sen x)  dx∫  2  a  

Luego, quedaria algo asi:   (sen x)  sen x dx∫  2  a  

Si reemplazamos con la primera identidad trigonométrica queda:en x s  2  
 (1 cos x)  sen x dx  ∫ −   2  a  

Y ahora resta hacer una simple sustitución y listo. ya que senx es la derivada de cosx. 
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2. Caso  sen x cos x dx  ∫  m  n  
Es muy similar al anterior: 
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3. Caso  tg x sec x dx  ∫ m n  
Es muy similar al anterior: 
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Otras identidades a usar 
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Descomposición por fracciones 
Se debe tener en cuenta 3 cosas: 
 

1. El grado del polinomio del numerador 
2. El grado del polinomio del denominador 
3. Si existen raíces reales o complejas (no existen raices) 

 

 
A tener en cuenta: 
Si el polinomio de mayor grado se encuentra en el numerador, primero hay que descomponerlo en fracciones simples. 
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Caso 1: Producto de factores lineales distintos 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
Enrique Walter Philippeaux    Página 44 



Resumen Análisis Matemático 1 2020 
 

Caso 2: Producto de factores lineales repetidos 
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Caso 3: Factores Cuadráticos irreducibles distintos 
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Caso 4: Factores Cuadráticos irreducibles repetidos 
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Sustitución Trigonométrica 
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Paso a Paso: 
Utilizando la tabla. 

1. Identificamos la integral que no podemos resolver por métodos convencionales. 
2. Identificamos que identidad trigonométrica vamos a utilizar. 

  
3. Hacemos una ​sustitución inversa​ donde reemplazamos ​x​ según la identidad que 

elegimos por una función ​g(t)​ que debe ser invertible, por lo que debemos acotar el 
dominio de esta función, adicionalmente, hay que reemplazar el diferencial ​dx​ por la 
derivada de ​g(t) 

 
 
Método del triángulo rectángulo 

1. Identificamos la integral que no podemos resolver por 
métodos convencionales. 

2. Construyo un triángulo rectángulo donde uno de los 
lados es la función que buscamos reemplazar, y en 
los otros lados el valor de ​x​ y el término constante, en 
base al signo que tenga ​x 

3. Utilizando funciones trigonométricas (​SOH-CAH-TOA​) 
podemos sacar una función ​g( )​ para sacar ​x​ deα  
nuestra función, y manteniendo la igualdad al sustituir. 

4. Buscamos reemplazar toda la integral por estas 
sustituciones para que la única variable sea el ​ángulo​  de nuestra sustitución. Alα  
diferencial de x ​dx​ lo reemplazamos por la derivada de la función ​g( )​.α  

5. Resolvemos el integral y volvemos a nuestra variable original, reemplazando las 
distintas funciones trigonométricas de la variable  ​por sus valores según el triángulo,α  
en donde probablemente tengamos algunas funciones trigonométricas inversas como 
resultado.  
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Integrales Impropias 
Si se puede calcular la integral o no, depende de la regla exacta de la función. Esta sería una integral 
impropia de la cual podemos obtener dos resultados dependiendo f(x). 

1. Área infinita​: cuando la integral diverge, es decir, ​f(x)​ no tiende a 0 lo suficientemente rápido 
como para calcular el área exacta. 

2. Área Finita:​ cuando la integral converge, es decir, ​f(x)​ tiende a 0 lo suficientemente rápido, y 
al evaluar el ​límite​, el área de esta integral da un número finito. 

 

 

Tipo 1: Intervalos infinitos 
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Nota: solo para la f(x) de arriba, integrando de 1 a +inf: 
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Tipo 2: Integrandos discontinuos o no acotados 
Es como el anterior, pero cambian los ejes: 
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Aplicaciones de integrales 

Longitud de arco / rectificación de curva 
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Otra explicación: 
El problema general que vamos a 
plantearnos es el cálculo de la longitud de 
arco de la curva ​y ​= ​f​(​x​) en el intervalo [​a​, ​b​].  
 

1. Suponemos que ​f ​es continua en [​a​, 
b ​] y derivable en (​a​, ​b​). 

 
2. Haciendo una partición del intervalo 

[​a​, ​b​] en ​n ​subintervalos de igual 
longitud:  
a ​= ​x​0​ < ​x ​1​ < … < ​x ​n​ ​= ​b​, donde: 

 
 

3. Entre cada par de puntos de la curva, (​x​i–1​, ​f ​(​x ​i–1​)) y (​x ​i​, ​f ​(​x​i​)), aproximamos la longitud 
de arco ​ ​s​i​ ​por la distancia recta entre ellos. Aplicando la fórmula de la distancia entre 
dos puntos: 
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Paso a Paso: 
1. Suponemos que ​f ​es continua en [​a​, ​b​] y 

derivable en (​a​, ​b​). 
2. Haciendo una partición del intervalo [​a​, ​b​] en ​n 

subintervalos de igual longitud:  
a ​= ​x​0​ < ​x​1​ < … < ​x​n​ ​= ​b​, donde: 

 

 
3. Tomando la distancia entre cada uno de estos puntos,​ P​i–1​ , P​i 

imaginamos que serían un triángulo, y calculamos la longitud del 
segmento con la regla de pitágoras. 
 
El segmento corresponde con la hipotenusa del triángulo 
rectángulo formado por los dos puntos.​ y calculamos su longitud 
con la regla de pitágoras, esta es: 

 P P|
| i−1 i

|
| = √(x )i − xi−1

2 + (f (x ) ))i − f (xi−1
2 = √(Δx )i

2 + (Δy )i
2  

Por el teorema de valor medio, que existe un punto entre​ y donde laxi
* xi xi−1  

derivada de f(x), multiplicada por ​ nos dá :△xi    △yi  
 

4. Sumando la distancia de los segmentos, obtenemos un valor 
aproximado a la longitud de la curva original reescribiendo la fórmula de longitud de 
los segmentos utilizando la derivada para reemplazar de la ecuación tenemos:yi  

 
5. Tomando Límite para, tomar infinitos segmentos cada vez más pequeños, tenemos la 

ecuación, que, coincide con la de la integral definida. 
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Área de una superficie de revolución 
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Otra explicación: 
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Paso a Paso: 
1. Suponemos que ​f ​es continua en [​a​, ​b​] y derivable en (​a​, 

b ​). 
2. Haciendo una partición del intervalo [​a​, ​b​] en ​n 

subintervalos de igual longitud, armamos subintervalos 
donde vamos a ​definir polígonos​ de tipo ​cono 
truncado​. (gráfico) 

3. Tomando un triángulo semejante para sacar de la 
fórmula de área la longitud del cono:  

 
Reescribimos el área del ​cono truncado​ como:  

 

4. Considerando que​ es la longitud del segmento que obtenemos por rectificar el arco l  

de la función, tenemos que:  y el radio del cono truncado va a ser la l = P P|
| i−1 i

|
|  

altura de la función en un ​punto medio​ de este subintervalo, tenemos que: 
 

y  
Dado que es muy chico,  ​entonces​ y △x (x )yi = yi−1 = f i

*  f (x ) y2 i
* =  i−1 + yi  

reescribiendo toda la fórmula tenemos:  

 
5. Sumando las superficies de estos conos, tenemos una superficie aproximada a la de 

la revolución de f(x), y tomando límite para, tomar infinitos segmentos cada vez más 
pequeños, tenemos la ecuación, que, coincide con la de la integral definida. 
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Volumen de un sólido de revolución 

 

Otra explicación: 
 
Si se gira una figura plana comprendida 
entre ​y​ = ​f​(​x​), ​y ​= 0, ​x ​= ​a​ y ​x ​= ​b 
alrededor del eje X, podemos irnos 
aproximando a la forma requerida del 
sólido si generamos discos o cilindros, 
cada vez más chicos: 

Entonces, cuando tomamos un gran número de discos, 
podemos considerar un disco infinitesimal y evaluar su 
volumen (ver la siguiente figura) que será evidentemente, 
en el límite cuando D​x​i​ → ​dx ​, p​f ​(​x ​)​2​dx. 
Si integramos en el intervalo [​a​, ​b​], el volumen del sólido 
de revolución se obtiene por la fórmula: 
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Otra explicación: 
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Paso a Paso: 
1. Suponemos que ​f ​es continua en 

[​a​, ​b​] y derivable en (​a​, ​b​). 
2. Haciendo una partición del 

intervalo [​a​, ​b​] en ​n​ ​subintervalos 
de igual longitud, armamos 
subintervalos donde vamos a 
definir sólidos​ que serán 
cilindros​, (gráfico) 

3. El volumen de estos cilindros será: 

 
Siendo el ancho de los segmentos que tomamos anteriormente.△xi  
Podemos reemplazar el ​RADIO​ por la altura de la función en un punto intermedio 
dentro del segmento, para compensar por más y por menos la diferencia de alturas. 

 
4. Al sumar los volúmenes de los cilindros, obtendremos el volumen aproximado del 

sólido de revolución. 

 
5. tomando límite para, tomar infinitos cilindros de ancho cada vez más pequeño, 

tenemos la ecuación, que, coincide con la de la integral definida. 

 f (x ) Δx dxV = lim
n→∞

∑
n

i=1
π i

* 2 = π ∫
b

a
f (x)2  
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