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1] Teorema lim f(x) = L siy solo si 11m fx)=L= 11m f(x)
2 | Teorema Si f(x) =< g(x) cuando x tiende a a (excepto posiblemente en x = a) y

los limites de f'y g existen cuando x tiende a a, entonces

Ifm flx) =

lim g(x)

iA—>d

3

El teorema de la compresion

posiblemente en a) y

Si f(x) =

gx) =

< /i(x) cuando x tiende a a (excepto

lim f(x) = lim h(x) = L

I—=d

entonces

Iim g(x) = L

X—d

X—d

- =




6 | Definicion La recta x = a se llama asintota vertical de la curva y = f(x) si al

menos una de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

lim f(x) = Iim f(x) = e Ilim f(x) =
lim f(x) = —ce lim f(x) = —o lim f(x) = —ee

4| Teorema Sify g son continuas en x = @ y X = ¢ es una constante, entonces las
siguientes funciones son también continuas en x = a:

L.iF+.4 2 .y 3. cf

4. fg 5. S sigla) # 0
g

8 | Teorema Si fes continua en b, y 1im g(x) = b, entonces lim _f(g(_r)) = f(b).

X—=a

En otras palabras,

lim f(g(x)) = f(lim g(x))

X—4a X—a

IMAGEN: mayor subconjunto de los reales para el cual todos sus elementos son resultado de

la regla de asignacion para al menos un elemento del dominio.

Teorema de Bolzano: En una funcion acotada en [a,b] si se cumple que f(a y f(b) son de

diferente signo entonces existe un x=c tal que f(c)=0
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FIGURA 8 FIGURA 9
f es derivable en x = a. f no es derivable en x = a.
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Teorema de Rolle Si fes una funcion que satisface las siguientes tres hipotesis:
1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

2. f es derivable sobre el intervalo abierto (a. b)

3. fla) = f(b)

entonces hay un nimero ¢ en (a, b) tal que f'(c) = 0.

VA VA
I —> I I >
0] a ¢ o b X 0] « ¢ b X
a) b)
VA VA
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Teorema del valor medio  Si f'es una funcion que satisface las siguientes hipotesis

1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

2. f es derivable sobre el intervalo abierto (a, b)

entonces existe un nimero x = ¢ en (a, b) tal que

g JB)=fla)
: fla= b —a
0. equivalentemente,
< f(b) = fla) = f'()b = a)
Ya Ya

-y
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APLICACIONES DE LA DERIVADA (ConTrmacioy)
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Si dx # 0, podemos dividir ambos lados de la
ecuacion 3 entre dx para obtener

dy

=1

Antes hemos visto ecuaciones similares, pero
ahora el lado izquierdo puede interpretarse en
forma genuina como una razén de diferenciales.

-y

FIGURA 5

B Diferenciales

Las 1deas detras de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la terminolo-
gia y la notacion de diferenciales. Siy = f(x), donde f es una funcion derivable, entonces
la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier numero real. La
diferencial dy es entonces definida en términos de dx mediante la ecuacion

3 dy = f'(x)dx

Asi que dy es una variable dependiente: depende de los valores de x y dx. Si a dx se le da
un valor especifico, y x se considera como algun nimero especifico en el dominio de f.
entonces se determina el valor numérico de dv.

En la figura 5 se muestra el significado geométrico de los diferenciales. Sean P(x, f(x))
y O(x + Ax, f(x + Ax)) puntos sobre la grafica de f, y sea dx = Ax. El cambio correspon-
diente en v es

Ay = f(x + Ax) — f(x)

La pendiente de la recta tangente PR es la derivada f'(x). Por consiguiente, la distancia
dirigida de S a R es f'(x)dx = dy. Por tanto, dy representa la cantidad que la recta tangen-
te se levanta o cae (el cambio en la linealizacion), mientras que Ay representa la cantidad
que la curva y = f(x) se levanta o cae cuando x cambia en una cantidad dx.
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Otra explicacion: 67
Paso a Paso: 67
La derivada

Definicién e interpretacion:

* Definicidn: Una funcidn f se dice derivable en a si existe el siguiente
limite que llamaremos f'(a)

f(a) = lim fla + h) — fla)
h—=0) h

* Interpretacion: La derivada de f en a representa la pendiente de |a
recta tangente a la gréfica de f en P=(a,f(a))

¥y o

Derwada:

b Pendient® ¢l pecte fsngﬁ’-‘l-r'tn
3la cuva £ox) €0 vnpunto

Ha (9; Fr:g))
Rects tongerte: Févmulz: Lal 1 I“fj'm‘”d.“f;‘wm“"'@mzp m
R fi2) = fra) e Y
T 48 | 2-3 4

g | &

o Jim (FCH h) ~£(a) } AFla) 57 qes vn pante aagdoso %

|
F 3] T koo
( ‘} \——j—-—-——/ ;{FI(HJ -1} FﬂGCS coptida epn &
cocrente Tacvemeotol 7 EFlll"-?l} - B P £
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Veioct datx de CVYeCcI mMiente @n un I(nL?.UVQ.IO-‘

V=)

L
0 . T O O L Recrtg Seconte
AY b Rects THNGENTE A
i ’/ .
) = L1 = +3 e
y (—(KB) A)(
T S
& Ka s
m
AX
kg ey P e e gy =y gy g S RS AT S A b i sl e R < R e P A e ey B e [ e
0 a : 0 a X
FIGURA 8 FIGURA 9
f es derivable en x = a. f no es derivable en x = a.
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Aproximaciones lineales

APROXI MACION [ NEAL:
Y DL FERENCIALES:

-F(() ~ -F'(;]'('("a) ¥ L(x) = F(’QJ'!‘ 'F}'g).(P(H:lJ
f ~L

p ACEIMG 4 LA Funeion per 5;#&:1*& TANGENT &

Y )

Diferenciales
dy = f'(x)dx

Ay = flx + Ax) — f(x)

La pendiente de la recta tangente PR es la denvada f'(x). Por consiguiente, la distancia
dirigida de § a R es f'(x)dx = dy. Por tanto, dy representa la cantidad que la recta tangen-
te se levanta o cae (el cambio en la linealizacion), mientras que Ay representa la cantidad
que la curva y = f(x) se levanta o cae cuando x cambia en una cantidad dx.

DH’:‘ ERENCI &L
& ckéevencid\ dy ests defnida en termoos
48, difeyencich dy d

ante | &uzcign:

dy = £tx).dx
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Polinomio de taylor

El polinomio de taylor es una aproximacion de n-ésimo grado

En lugar de quedar conforme con una aproximacion lineal o con una cuadratica para f(x), cerca
de x = a. intente hallar mejores aproximaciones con polinomios de grado mds alto. Busque un
polinomio de n-ésimo grado

TAx) = co + ci(x = @) + c3(x = a@)* + c3(x = a)’ + + -+ + c.(x = a)*

tal que T, y sus n primeras derivadas tengan los mismos valores en x = a como fy sus n
primeras derivadas. Derive repetidas veces vy haga x = a para demostrar que estas condiciones

se satisfacen si co = f(a), &1 = f'(a), cz = 3f"(a) y. en general,

_ fa

Cp = I

donde k! =1-2-3-4---- -k El polinomio resultante

" a . ), ﬂ}
T.(x) = f(a) + f(a)x = a) + f;, =+ ﬁn—E{x — ay
Se llama polinomio de Taylor de a-ésimo grado de f centrado enx = a.
Ejemplo: Sif(x) = e*, entonces Ti(x)=1+x Talx) =1+ x + % T(x)=1+x+ % + ;—:

Intuitivamente, se tiene que si n es mayor entonces el polinomio T _(x) aproxima mejor a f(x), es decir

, f(x) = lim Ty(x)
¥4 i n—s
f ¥ =Tlx)
i En general, si hacemos
y=Tix)
Ra(x) = f(x) — Tu(x) de manera que f(x) = Talx) + Ru(x)
: (0.1)
'______‘_’_?/ entonces R,(x) se llama residuo de la serie de Taylor y se puede calcular como
_ / 0 x :
(m+1)(
Rix) = i (x = a)™"! Con ze (a,x)

(n+ 1)
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Estimacion de f'(x)

Estimacion de f'(a)
(temas pendientes
para ler Parcial)

* Dada la grafica de |a
funcidn f, podemos
estimar el valor de f'(A),
estimando el valor de |a
pendiente de la recta
tangente a f en el punto

(a, f(a))

y= fix) ; 3
F me==

= y=Fix)

L]
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Relacion con continuidad

Teorema Si fes derivable en x = a, entonces fes continua en x = a.

DEMOSTRACION Para demostrar que f es continua en x = a, debemos demostrar que
lim: ., f(x) = fla). Lo cual es equivalente a probar que lim,, (f(x)-f(a))=0

f(x? — fla) (x = a) (Multiplicamos y dividimos por x-a)

lim [f(x) = f(a)] = lim

X a
= 1im SO =D iy (o — )
i—+a T = 1I—a
= fa)-0=0

NOTA El inverso del teorema 4 es falso: es decir, hay funciones que son continuas, pero
que no son derivables. Por ejemplo, la funcién f(x) = | x | es continua en x = 0 porque

lim f(x) = lim | x| = 0 = £(0)

Pero vimos que NO es derivable en x=0. En efecto

. F =5 .. |
lim—————=lim—
h—0 h h—0 h

Este ultimo limite no existe, ya que los limites laterales son finitos y distintos
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Aplicaciones de la derivada:

Teorema de Rolle

Teorema de Rolle  Si f'es una funcion que satisface las siguientes tres hipotesis:
1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

2. fes derivable sobre el intervalo abierto (a, b)

3. fla) = f(b)

entonces hay un nimero ¢ en (a, b) tal que f'(c) = 0.

VA YA
: o | -
0 a ¢ G b X 0] a ¢ b X
a) b)
VA VA

=Y
=Y
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T. Valor medio de Lagrange

Teorema del valor medio  Si fes una funcion que satisface las siguientes hipétesis
1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

2. fes derivable sobre el intervalo abierto (a, D)

entonces existe un nimero x = ¢ en (a, b) tal que

v~ _ J(b) = fla)
[1] o=
0., equivalentemente,
2] fb) = f(@) = ()b — a)
Y YA
P(c, flc))

-y
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T. Valor medio de Cauchy

e Es una generalizacion del teorema del valor medio, se usa para la demostracion de la
regla de L’Hopital.
e Sig(x)=x entonces g’(x)=1y la afirmacion del teorema es igual al teorema del valor medio

[1] Teorema del valor medio de Cauchy Suponga que las funciones fy g son

continuas en [a, b] y derivables en (a, b). y g'(x) # 0 para toda x en (a. b). Entonces
hay un nimero ¢ en (@, b) tal que

flle) _ f(b) - fla)
g'(c) g(b) — gla)

Regla de L'Hopital
7] F‘}rg Son 'dEmua.lE[r.S

H() £ 0 €n un Infemplo T gue @afiene 2 (excepro posiblomente 3)

S ] =
pﬂ'iﬂ;ﬁﬂ-a ¥ M'“‘;ﬂfﬂ 0

Q {irL'E’ ;ifgfc(lij = }.r lim %{:\-_‘j

Xt

(siereseats Fopma Tnde h*lfmmad
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Paso a Paso

i | ||| j : i : | r__._] fl Ilm | I:: |
(O Steeenos Jtiamd 1 Jid-B0=P1
NeERNNIRSEE | | |
| ] HE N !F:rl'.l) - |
Il!'-’,‘[_i_-.frm?_.__; aaERE)
= | | ‘ | Iﬂ-ﬁo'gt{.’:-} | | =i
| | | | | .

Para demostrar que lirnf(x)/g(x) =1L:
ErsEmsE RN LENNELE

; - F' | Fm srx;fa RANBTCESS4R
i rx}‘ ' £ .
I | : . | I

Con esto aseguramos la continuidad de F(x). Lo mismo para G(x)

F es Con‘hnua enJ FﬂFg,u? FE:.‘ Gan{'mu; en {X@ ﬁf/ﬁ#&f

! x-};;ﬂ Em . ““" Frx) =Q = Fr:.}
Diolmrs‘moi para G
3. Usanch) el teorema de valor medilo de Cauchy, Iy tal quea <y <xy:
F'(y) _ F(x) — Fla) _ F(x)
G'(y) Glx) —Gla) Glx)

4. Ya que los limites por izquierda y por derecha son L, se puede decir qué

lim ﬂ.t} = Il'm s = lim Fy) = |im AS), -
vva g(x) x+a G(X) 32 G(Y) -2 gy
Entonces:
. ')
lim — -
y—=a giy)
J&x) fan im S x)

5.Y sise trata de lim

Jm o se reemplaza de la siguiente manera: hm g(l/t)

0 800
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Productos indeterminados:
Para resolverlos, se realizan artificios para reescribir uno de los productos como cociente.

. 4 _ 9

I PRODUCTOS INDETERM vAbes: | | | | 11

Elef Lt | B 1| lml 2 AEARS S

A =0 . = — = —— L gopiesto ' ’L]!HD 1ol | |

:?}ll .F.fb .4/#? 44107 e (L omink 1
BNEEL" AFENELERN I

|;:ilii:'|!i’:: i !i! .i

- LD [ ARecw pavy | || L &1 f o i i |
| | AEAREEREN

i ! ! | :héfs'c'n&iul P‘:m'lan’i-g; . |
| 1| | |

Potencias indeterminadas:

I Potencias indeterminadas

Hay varias formas indeterminadas que surgen del limite

"m [f{_t.ﬂ:?il?
Lliimf(x)=0 y lim glx) =0 tipo 0°
2 lim flx) =o y lim g(x) =0 tipo oo’

Llimflx)=1 y limg(x)= *x tipo 1°

* Conviene aplicar logaritmo y utilizar las propiedades de dicha funcion:

V| Encuentre lim x*
x—=0*

Enrique Walter Philippeaux Pagina 15



Resumen Analisis Matematico 1 2020

Crecimiento y decrecimiento

. //‘\I\\E'/ ;

0 X

FIGURA 1
Una funcién f se llama creciente sobre un intervalo [ si
flx1) < f(x2) siempre que x; < xaen /
Se llama decreciente sobre [ si

f(x1) = f(xz) siempre que x, < x,en /

Prueha creciente/decreciente
a) Sif'(x) = 0 sobre un intervalo, entonces f es creciente sobre ese intervalo.

b) Si f'(x) < 0 sobre un intervalo, entonces f es decreciente sobre ese intervalo.

Demostracion:

DEMOSTRACION
a) Sean x; y x; dos mimeros cualesquiera en el intervalo con x; < x,. Segin la definicién
de una funcién creciente (pagina 19), tenemos que demostrar que f(x;) < f(x2).

Sabemos que f'(x) > 0 y que f es derivable sobre (x,, x,), asi que, por el teorema del
valor medio, existe un niimero ¢ entre x; y x; tal que

[1] ) — Fx) = F©)x — x1)

Ahora f'(¢) = 0 por el supuesto de que x; — x: > () ya que x1 < x2. Asi, el lado derecho
de la ecuacion | es positivo, por lo que

Jxz) = filx) =0 o flx) <flx)

lo que demuestra que f es creciente.
El inciso b) se demuestra de manera similar, =

(v Encuentre dénde la funcién fix) = 3x* — 4x’ — 12" + 5 es creciente y
dénde es decreciente.
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Extremos: Maximos y Minimos

Definicion:

m Definicion  Sea ¢ un nimero en el dominio D de una funcién f. Entonces f(c) es el

= valor maximo absoluto de f sobre D si f(¢) = f(x) para toda x en D. ?

= valor minimo absoluto de f sobre D si f(c¢) = f(x) para toda x en D.

/ } fid
Fla.[

a 0 b r} €

Yy

] -

6] e rﬂx' ni Definicion  El nimero f(c) es un

m.fnj: o K= = valor maximo local de f si f(c) = f(x) cuando x pertenece a E(c)
i I J K = valor minimo local de f'si f(c) = f(x) cuando x pertenecea E/(c)
0 it ::1 i ;Ii [ s l‘nz F 2
y=x }"’ Existen funciones que no tiene maximo ni
/ minimo, por ejemplo la funcion y=x*
4 r u . 1
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Teorema de Weierstrass

El teorema de Weierstrass afirma la existencia de maximos y minimos.
Si yo tengo una funcio’n continua. Si o Si alcanza un méximo y un minimo absoluto.

T da WEIE(’STRASS' (r XISTR NCIA .
De Mﬁ KrMOsymmlMOS‘) ' | maX
4

' Si ﬂ’x) #Ci-e yests deginida
- yesconkiausen ua infervslo i
E); b] Fex) slcanzova gl mengs I
U(‘« /mix y MIN ARSOLYTCS :;:;;
(solo .Q.E-n'ma que ew:‘het- los MAX 4 My | ||

e e m e e e ot m e e = e e e o e e e e = ——

=

AX

MmN

sh——r

—_ e - - e mE s

Teorema del valor extremo Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].
entonces f alcanza un valor maximo absoluto f(c¢) y un valor minimo absoluto f(d) en
algunos nimeros ¢ y d en [a, b].

En la figura 7 se ilustra el teorema del valor extremo. Observe que un valor extremo se
puede tomar mas de una vez. Aun cuando el teorema del valor extremo es muy aceptable
a nivel intuitivo, su demostracion es dificil, por consiguiente, se omite.

oy AR AV

0 a ¢ db x 0 a ¢ d=bh x B g & wpB T

En las figuras 8 y 9 se muestra que una funcion no tiene que poseer valores extremos si
no se satisface cualquiera de las dos hipétesis (continuidad o intervalo cerrado) del teore-
ma del valor extremo.

FIGURA 8 FIGURA 9
Esta funcion tiene un valor minimo Esta funcidén continua g
f(2) =0, pero no tiene valor maximo. no tiene mMAximo ni minimo.
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T. Fermat (Cond. Necesaria NO Suficiente)

E Teorema de Fermat  Si f tiene un médximo o un minimo local en x = ¢, y s1 f'(¢)
existe, entonces f'(c) =0

Ejemplos de casos donde no vale el teorema:

¥
| 3 % Vi
™,
F Y
- "-'/ \\"\ .-"-
~ 10 X N | =k
0 X
FIGURA 12

FIGURA 11

PRECAUCION Los ejemplos 5 v 6 demuestran que debe ser cuidadoso al aplicar el
teorema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando f'(¢) = 0. no necesariamente
hay un maximo o un minimo en x = ¢. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat
es en general falso.) Ademis, podria haber un valor extremo aun cuando f'(¢) no exista,
(como en el ejemplo 6).

El teorema de Fermat sugiere en realidad que. por lo menos, debe empezar a buscar los
valores extremos de f en los niimeros x = ¢, donde f'(¢) = 0 o donde f'(c) no existe.
Estos nimeros reciben un nombre especial.

Paso a Paso:

1. Suponemos que f tiene un maximo local en x = ¢, si tomamos valores lo suficientemente
cerca de c, pero no ¢ mismo, obtenemos lo siguiente:

fle+h)—-flc)=0

2. Sidividimos la desigualdad por h, y hacemos limite para cuando h -> 0, tenemos la férmula
de la derivada:
fle + h) = f(c)

lim = lim0 =0
h—0* in' h—=0

3. Esto demuestra que f’(c) <= 0, y analizando de misma manera pero tomando limite por
izquierda tenemos:

o) = tim LEX D =S _ 0 fe+ B —f)
h—=0= h R —slr= h

0

4. Asi demostramos que f’(c) >= 0y f’(c) <= 0, por lo que, por el teorema de compresion:
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£(c)=0

Demostracion

DEMOSTRACION  Para la consideracidén de la conclusién, suponga que f tiene un miximo
local en x = ¢. Entonces, segtin la definicién 2, f(c) = f(x) si x es suficientemente cercana
a c. Esto implica que, si h esta lo suficiente cerca de 0 y es positiva o negativa, entonces

fle) = fle + h)
y, por consiguiente,

5] fle+h) —fle)=0

Podemos dividir ambos lados de la desigualdad entre un nimero positivo. Asi, st h >0y
h es suficientemente pequeiia, tenemos

fle + h) = fle)
h

=0

Tomando el limite por la derecha de ambos lados de la desigualdad (utilizando el
teorema 2.3.2). obtenemos

. flc+ h)—f(c)
lim =
B0t h

im0 =0
h—=0*

Pero, dado que f'(c) existe, tenemos

flc + h) = f(c) = Hm fle + h) = f(c)

f {C) = }|I—T} h h—0+ h

y con esto se demuestra que f'(c) = 0.
Si h < 0, entonces la direccién de la desigualdad [3] se invierte cuando dividimos por A:

flc + &) —f(c)
h

=10 h <0

Asi que tomando el limite por la izquierda, tenemos

1) = jum LE+ B =1

fim Sle + B —fl) _ o

h—0= h

Ya hemos mostrado que f'(c) = 0 y también que f'(c) = 0. Puesto que ambas
desigualdades deben ser verdaderas, la dnica posibilidad es que f'(¢) = 0.
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Puntos Criticos:

Definicion:

[6] Definicion Un niimero critico de una funcién f es un niimero x = ¢ en el domi-
nio de ftal que f'(¢) = 0 o f'(c) no existe.

Condiciones Suficientes

Prueba de la primera derivada

El primero de los métodos para encontrar los maximos y minimos es la prueba de la primera
derivada, que es el utilizado para los casos donde no exista la derivada en un punto c.

Prueba de la primera derivada Supongamos que x = ¢ es un ndmero critico de una
funcién continua f.

a) Si f' cambia de positiva a negativa en c, entonces f tiene un méximo local en c.

b) Si f’ cambia de negativo a positivo en ¢, entonces f tiene un minimo local en ¢.

c) Si f’ no cambia de signo en ¢ (p. ej., si f' es positiva por ambos lados de c o
negativa por ambos lados), entonces f no tiene ningiin mdximo o minimo

local en c.
¥4 Vi
fixy=0 /7 \f‘m <0
/ \ Fix)< IJ\ ﬁ'!.r] =0
0 ] ¢ Y = ® . x
a) Méximo local b) Minimo local
VA V4

0 | e X 0 C | 1

. P . d) Sin maximos ni mimmos
¢} Sin maximos ni minimos '
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Prueba de la segunda derivada

Es el utilizado con mas frecuencia, ya que es comun sacar la derivada segunda al analizar funciones.
Esto no sirve cuando la derivada segunda es 0.

Prueba de la sequnda derivada Supongamos que [~ es continua cerca de x = c.
a) 51 f'(c¢) =0y f"(c) = 0, entonces f tiene un minimo local en x = c.
b) Si f'(¢) = 0y f"(c) < 0, entonces f tiene un médximo local en x = c.

Demostracion:

Aplicamos el polinomio de taylor a la a la funcién hasta que la misma de diferente a cero. Cuando
lleguemos a un valor de la derivada analizaremos su exponente.

e Sies pary f*n(x)>0 tendremos un minimo local

e Sies pary fAn(x)<0 tendremos un maximo local

e Sies impar tendremos un punto de inflexion

Por la condicion necesaria para existencia de extremos locales investigamos el
punto ¢, donde f'(c) = 0.
La formula, en ese caso, es:

x) = f(c) + f“tc:E-;‘li? —r-*fc}-‘-"-g-l-‘”—:' + ot 1),

Sif'(c) # 0, consideramos como resto al término de segundo grado y escri-
himos:

I(x) — f(c) = 1"(z) JH_TCF

Ahora bien, el signo del segundo miembro depende del signo de ' (2), pues
oy 2
Wx: 1%51—::- 0 six #c.

(1).

Sif{c) = 0, como {** es continua por existir {**', en un entorno conveniente tam-
bién es ' (x) = 0. En efecto, por una propiedad de las funciones continuas (pag. 174),

Luego, en (1) es f(x) —- f(c) > 0.
Es decir, f tiene minimo en x=c.

@nalogamente, se prueba que si f''(c) < 0, entonces f(c) es maximo local.
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Pero dicho criterio no ofrece conclusiones para el caso en que la derivada se-
gunda se anule en el punto considerado.

En ese caso podemos extender el desarrollo de Taylor con n = 3. Como
f'(c) = ""{c) = 0, obtenemos:

f(x) - 1(c) = £*(2) “‘—;."’E

Veremos qué sucede si f''* (c) #0.

Suporf?ndo que '"'(c) > 0, por la propiedad mencionada de las funciones co
nuas, es 1"""(z) > 0 en un entorno de ¢. Pero (x-¢c)Pe¢

2) = ambia de signo segln
encuentre a izquierda o a derecha de c, A L
Por lo tanto,

1) - fte) = t(g) L€

©s positivo si x > ¢ y negativo si x < ¢. O sea, f(c) no es extremo local

Algo similar sucede si " (¢) < 0.
Por otra parte, como ' (c)

= 0 es condicion necesaria para exi i
T i r |
de ;nﬂe:lon‘ y la recta lﬂﬂgente P stencia de punto

i atraviesa a la curva | -
flexion (con tangente horizontal). en (c: (c)), este punto es de in-

Idea general.

cmn e MR ¥ W mery TiweT g

Si 1\""[-::] = 0, extendemos el desarrollo de Taylor con n = 4, Goq el mismo
razonamiento hecho en la primera parte, sif"(¢) > 0, entonces f(c) @ minimo local, y
si {V(c) < 0, entonces f(c) es maximo local,

Generalizando las demostraciones anteriores, vemos que si t'{c}) = '(¢c) =

ich= ..... fn- i) = 0 o £ (c) % 0, entonces habra extremo local si n es par
y habra inflexién. en un punto donde la recta tangente es horizontal, sines impar.
O sea. si ¢ s un punto interior dl dominio de f y la funcion f tiene n deriva-

das finitas continuas en ¢, que son nulas hasta la orden (n = 1) inclusive, y f*(c)
#0, resulta:

si n es par y {®™(c) > 0, entonces f(c) es minimo local;
si n es par y {'™(c) < 0, entonces f(c) es maximo local.

Finalmente, si n es impar, entonces (c: f(c)) es punto de inflexion.
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Concavidad y puntos de inflexion

Concavidad

Definicion  Si la grafica de f queda por arriba de todas sus rectas tangentes sobre un
intervalo I, entonces se dice que es concava hacia arriba sobre [. Si la grifica de f
queda por abajo de todas sus rectas tangentes, se dice que es concava hacia abajo

sobre 1|
V4 / B ¥/ e B
i s A /
0 x 0 x

a) Concava hacia arriba b) Concava hacia abajo

Para obtener la concavidad en un intervalo, se debe realizar la:

Prueba de concavidad
a) Sif"(x) > 0 para toda x en /, entonces la grifica de f es concava hacia arriba sobre /.
b) Si f"(x) < 0 para toda x en [, entonces la griafica de f es concava hacia abajo sobre /.

— B :

” 3 (l // o ) B e
/ \ / M\\x
ad
L.
|

D 4

b c d £ r g X

CB }— CA———CB —+—CA—4—CA—}-CB -

La figura 7 muestra la grafica de una funcién que es céncava hacia arriba (abreviado
CA) sobre los intervalos (b, c), (d, €) y (e, p), y concava hacia abajo (CB) sobre los inter-
valos (a, b), (c,d), y (p, q).
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Punto de inflexion

Definicion Un punto P sobre una curva ¥ = fix) se llama punto de inflexidn si f es
alli continua y la curva cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo o de
concava hacia abajo a concava hacia arriba en P.

Por ejemplo, en la figura 7. B. C, D y P son los puntos de inflexién. Observe que si una
curva tiene una recta tangente en un punto de inflexion, entonces la curva corta a la recta

tangente en ese punto.
De acuerdo con la prueba de concavidad, existe un punto de inflexién en cualquier

punto donde la segunda derivada cambia de signo.

Integral Indefinida / Antiderivada

Definicion (antiderivada)

Una funcién g:[a,b] -> R se dice Antiderivada de la funcién f si g’(x) = f(x) Es decir, si la derivada de
g esigual a f.

Ejemplo: La antiderivada de f(x) = 0 es una funcién constante

Una funcién f(x) NO tiene una unica antiderivada, pero si g1y g2
son antiderivadas de f entonces: g1 = g2 + C para alguna constante apropiada C.

E Teorema Si f'(x) = 0 para toda x en un intervalo (a, b), entonces f es constante
en (a, b).

DEMOSTRACION Sean x;, y X, dos numeros cualesquier en (a, b), con x; < x,. Dado que
f es derivable sobre (a, b), debe ser derivable sobre (x,, x;) y continua sobre [x;, x].
Aplicando el teorema del valor medio a f sobre el intervalo [x,. x.], obtenemos un
nimerox =ctalquex;, <c <1y

@ F(x2) = f(x1) = fe)(x2 — x1)
Puesto que f'(x) = 0 para toda x, tenemos f'(c) = 0, asi que la ecuacidn 6 resulta
fx2) =fx) =0 o  f(x)=Ff(x)

Por tanto, ftiene el mismo valor que cualesquiera dos nimeros x; y x: en (a, b). Esto
significa que f es constante sobre (a, b). ==

Corolario  Si f'(x) = ¢'(x) para toda x en un intervalo (a. b), entonces f — ¢ es
constante sobre (a. b); esto es, f(x) = g(x) + ¢ donde ¢ es una constante.
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DEMOSTRACION  Sea F(x) = f(x) — g(x). Entonces
F'(x) =f(x) —¢'(x) =0
para toda x en (a., b). Asi, por el teorema 5, f es constante; esto es, f — g es constante.
—1
Teorema del valor medio del calculo integral
Esto no lo dio especificamente la profe, no va al parcial.
! L £00 UMD furCion CENTIUd 4 ACoTada en L trervalo
RrRA

do [2ib]; v ineoRaL deFiNIGa es icual @ 1B ampLiTud
deL NTERVALD POR L LaloR 88 L RGN enuh puiTTo. inTeenaiv

(p-d)-m £ F(x) x £ CEORH

m -~ ‘b‘a)g F(K}dx.— H

Toe 8L Teceemd deL VAR iNTeemedic de LS funciores Wir\)ao 00 UD 1 STeR\BLO
cerkado he\f Un NOMERO  CoMpReNdide BNATRE €L NSxinr0 y eL mining.

A
lp-3)

g £ixy Ax = m)

mefO LM ; d<lsb

Fle) es eL vdlor medic. de fox enel Tervale. [ b] | RepRESENTS (5 VaRIaTHN

MNedia de L \TRgRaL depNidR poR LN de\,amac;m oe Lo WRisbLe R
en el (Tervalo ceerado [aib]

I_ $ob dx b [oF3).lcle)
Jo B0 i oy

EX\STE UN RECTOGULG medio Qs SRES €5 igual SL 3ed de (d foued mixTiLined
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Teorema fundamental del calculo integral

Teorema fundamental del calculo, parte 1 Si f es continua sobre [a, b], entonces la
funcion g definida por

g(x) = |'Tf(r) dt asx<b

es continua sobre [a. b] y derivable sobre (a, b), y g'(x) = f(x).

Paso a Paso

1. planteando que g'(x) = f(x) , y tomando un punto genérico x y otro punto h dentro de un
intervalo, planteo:

‘_th(f} dt

glx + h) = g0 = [ f0y di ~ [ 1@y ar =

i

X

donde x y x+h estan en (a,b)
2. Divido la igualdad por h != 0 para obtener la ecuacion de la derivada.

g(x + h) — g(x) _9 Ilhf(t) p
h h Jx

3. Por el teorema de weierstrass, establecemos que van a haber dos numeros uy v en el
intervalo donde f(u) sea un minimo y f(v) sea un maximo absolutos de f(x) sobre ese intervalo.

fuh = .|QL " f(D) dt = f(v)h

4. Dividiendo la desigualdad por h, y reemplazando lo obtenido en el punto 2, tenemos:

_ 9(x + h) = ¢(x)
= h

flu) = f(v)

5. cuando h -> 0, u -> x y también v -> x, y por teorema de compresion de los limites podemos
definir que:

lim f(u) = lim flu) = f(x) y lim flv) = lim f(v) = f(x)

glx + h) — g(x) _
W f(x)

g'(x) = lim
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Demostracion detallada

DEMOSTRACION Six y x + h estdn en (a. b), entonces

glx + ) = g = [ 1@ di = [" 1@y e

B (J::f(f) Ca _I.:Hf(f) df) - _I.:f(r) dt  (por la propiedad 5)
= [ ) dr

y de este modo, para h # 0,

g(x + h) — g(x) _ L pxen
[2] h C hx @

Por ahora supongamos que # > 0. Puesto que f es continua sobre [x, x + h]. el teorema
del valor extremo establece que hay numeros u y v en [x, x + h] tales que f(u) =m y
f(v) = M, donde m y M son los valores minimo y maximo absolutos de f sobre [x, x + /]
(Véase la figura 6.)
De acuerdo con la propiedad 8 de las integrales, tenemos
x+h
mh < j f(t) dt < Mh

es decir, fluh = _le " f(n) dt < f(o)h

Dado que h = 0, podemos dividir esta desigualdad entre h:

fw = [ 5t dt < 50

Ahora, utilizamos la ecuacion 2 para remplazar la parte de en medio de esta desigualdad:

3] ) < 257 h; — 9 < ¢4
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La desigualdad 3 puede demostrarse de una manera similar a la del caso cuando h < 0.
(Véase el ejercicio 71.)
Ahora sea h — 0. Entonces u — x y v — x, ya que # y v quedan entre x y x + h. Por
tanto,
;Ir{% flw) = lim f(u) = f(x) y flina fv) = lim f() = f(x)
— H—X —> r—X

porque f es continua en x. De acuerdo con y ¢l teorema de la compresion concluimos
que

@] ¢ (x) = lim glx + f;)I —gx) )

Six = a o b, entonces la ecuacion 4 puede interpretarse como un limite unilateral.
Entonces el teorema 2.8.4 (modificado para limites unilaterales) demuestra que g es
continua sobre [a, b]. [

De acuerdo con la notacion de Leibniz para derivadas, podemos expresar al TECI

como
5 4 (" sty dt =
|, f@dt =5

cuando f es continua. En términos generales, la ecuacion 5 establece que si primero inte-
gramos [ v luego derivamos el resultado, regresamos a la funcion original f.

Otra explicacion

Teorema fundamental del calculo: Para cualquier funcién f(x) que sea continua sobre el
intervalo [a,b]:

S - y =/
lim i =f x)ax /
lim 3" f(z) === [ 76 ) |
e j f(x)dx
en donde z, es cualquier punto en el
intervalo /, . b

s=[(3 + 4')ax

L
_ _ o 4x°
Ejemplo: Encontrar el drea bajo la curva de la  Integrando, tenemos:S =/ 3x + 3
siguiente ecuacion en los limites dados. )

Sustituvendo los limites -
o 4(216). @
S=[3(6)+ g 1- [BA)+4 (3}3
32 868

S=18+288-6-— =
3 3

S =2893
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Otra explicacion

Teorema RNdanmetral del @RLQuULo Em ]
31 £ P UM fNCion Coninud en el inmervale 121k, (5 fincicn inTearal €6 el s

T4

Aguie’ punTO deL \NTeRVAO

u: 3] es 00 (inTegrando).

Nx: xelaw]=> INCO £
Torse deMOSTEAR Gue A (x) = £(x) UTILZAMOS Lo AeRiNICicn de deRivada:

AN « A(x+8%) - AGO

X A ® X + AY

j £69dx :j £60 dx -J F00 dx
?

s x
ApLiCendo @ TeoRemd gel VALR MNEBTO del CALCULD INTRaRaL -

x4+ AX
j fordx=s AX. £ XL C & x+dR
2

EL CocienTe inCReMenTaL ResulTs :

BAG) = AXEDOD- AGD o AXEE) | £le)
AX AX OX

CUaNdo Bx+0; C—¥ X, y CONO 1B fnCion es conTinpe CoTeremMoes:

N Limn  Alx+ax)-A) . Lin flo) = £0¢)

AX>O Ax C—+A

AI (x) = {(xj

(2 9e2iAdR de UNa IMeoRaL dRFiNIda ReSPeCTo 08 SLLIMTR SWPEERICR B3 IoUAL L
ir\'regczaﬁoo. ESTO impLiCd e A% es PRIMITIVS de £1%): o cudl NOS PerMITE
efiamar que TR PUNCION CONTINE en uh IMTMeRVOLo Cerede, 8dmMiTe Lha
funcion PRIMITINE en x.
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Regla de Barrow

Teorema fundamental del calculo, parte 2 Si fes continua sobre [a, b], entonces

[ff (x)dx = F(b) — F(a)

donde F es una antiderivada de f: es decir, una funcién tal que F" = f.

DEMOSTRACION ~ Sea g(x) = j';f(t) dt. De acuerdo con la parte 1, sabemos que g'(x) =
f(x): es decir, g es una antiderivada de f. Si F es cualquier otra antiderivada de f sobre
la, b], entonces, por el corolario 4.2.7, la diferencia entre F'y g es una constante:

@ F(x) =g(x) + C

para a < x < b. Pero tanto F' como g son continuas sobre [a, b] y de este modo, al obtener
los limites de ambos miembros de la ecuacién 6, (cuando x — a™ y x — b7), vemos que
también se cumple cuandox =ay x = b.

Si hacemos x = a en la formula para g(x), obtenemos

ga) = ["rwar=o
Entonces, al aplicar la ecuacién 6 con x = by x = a, tenemos
F(b) = F(a) = [¢(b) + C] = [g(a) + C]

= 9(b) — gla) = g(6) = [ f(1) di =

Paso a Paso:

Tada y=£(x) ConTinUg en un inTeRVaLo Cereado L2ik] y una prRimiITIVe de eus s
= Fex), Y po eLTecReMS fundamerar del Calculo TEgRAL, Y= Alx) es OTRS
PRIMITIVG @8 Y= £, PR LOTANTO ambas PrINTTIYEE “difieren 2N U ohSTeNTe

Atx?-"iﬁm CC PeomriTe obTenea eL SRED Comerend o
Arx)= F(x)+ eNRe £(x); X-®:%X=b Yy el eje e 8bCisas

®
Alx) = j 00 Az Feo +C
°
Paa detéaminar C hocemos x=9
J.a(.‘(ﬂdx KT NNATIRDRNEE T
° i |
X fo0d%. Foo+C = Foo-F®
8

Anora Natemos. X=b Y cbTenemos 1o @eaLs de BerRow.

Ibﬂk).dx .Flo) -F(3) - AREA
Ja - il sl ol S0
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Integral Definida ¥4

Paso a paso

Para calcular el area debajo de una determinada curva, nos
aproximamos con rectangulos de base cada vez mas
pequenos, que, efectivamente son infinitos rectangulos.

¥ ¥ ¥

ayjn=2 byn=4 e)n=8§ dn=12

El proceso del célculo del integral es el : Ax
siguiente:

1. Partimos el intervalo original [a,b] en n
subintervalos.

.11, [, %o, g ], ooy [, 8]

FxF)

0 a

2. Lalongitud de cada intervalo es de
X; —x;_; = Ax . Todos tienen la
misma longitud.
3. Tomamos como altura de cada rectangulo un punto x:‘ . El area de cada rectangulo es de su

base por altura, es decir: f(x;) Ax
4. Elareadebajodelacurvaes: 4 = lim[f(x]) Ax + f(x3) Ax + - + f(x;) Ax]
n—oo

5. Si aplicamos un limite, para, efectivamente tomar infinitos rectangulos de base cada vez mas
pequena, obtenemos la siguiente formula que es la definicion de la integral definida.

n b
A=1im ¥ f(x}) Ax = [ f(x) dx
=1 a

Definicion El area A de la region § que se encuentra bajo la grafica de la funcion
continua f es el limite de la suma de las areas de los rectangulos de aproximacion:

A = lim R, = lim [ f(x) Ax + f(x2) Ax + - -+ + f(x,) Ax]

n—=x
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Definicion:

@ Definicion de la integral definida Si f es una funcion continua definida
para a = x = b, dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho
Ax = (b — a)/n. Sean x,(= a). x. x,..... X, (= b) los puntos extremos de estos
subintervalos y sean xF, xi..... x;* los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que x se encuentre en el i-ésimo subintervalo [x;_,, x;]. Entonces la integral
definida de f, desde a hasta b, es

n

j” Fx)dx = lim S f(xF) Ax

n—=® -

siempre que este limite exista y dé el mismo valor para todos las posibles elecciones
de los puntos muestra. Si existe, decimos que f es integrable sobre [a, b].

El Teorema Si f es continua sobre [a, b], o si f tiene sé6lo un nimero finito de
discontinuidades de salto, entonces f es integrable sobre [a, b]; es decir, la integral

definida |f f(x) dx existe.

Eiemplo: j: (x = 1)dx

Observacioén: Si f es positiva entonces la integral entre a 'y
puede interpretarse como el area debajo de la curva f:

b) La grifica de y = x — | es la recta con pendiente | que se muestra en la figura 10.
Calcularemos la integral como la diferencia de las areas de los dos tnangulos:

[:(x —Ddx=A;—A;=32-2)=3(1-1) =15

Vi

___ ¥y=Tfix)

-\.\ .".--._ h
- ﬂ‘n /’fl =+ | r f{!]dt - ,4| == A:

w

=]
F

W.

-y
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Propiedades:

I Propiedades de la integral definida

Cuando se defini6 la integral definida ._f:f(x) dx, de manera implicita se supuso que
a << b. Pero la definicion como un limite de la suma de Riemann tiene sentido aun cuan-
do a > b. Note que si invertimos a y b, entonces Ax cambia de (b — a)/n a (a — b)/n.
En consecuencia,

‘.ﬂ f(x)dx = —‘: f(x) dx

Vi

Si a = b, entonces Ax = 0 de manera que

J f(x)dx =0

Ahora aparecen algunas propiedades basicas de las integrales que lo ayudaran a la eva-
luacion de éstas con mayor facilidad. Suponga que fy g son funciones continuas.

rh .
1. | edx = c(b — a), donde ¢ es cualquier constante

@

. —

2 ["[f() + g1dx = | fGx)dx + | g(x) dx

e

i

3| c¢f(x)dx=c ‘.b f(x)dx, donde c es cualquier constante
will

[ —

a

i

4 [ = g0 dx = |"f0)dx = |"g(x)d

. —

@

LC f(x)dx + Lb f(x)dx = Lb f(x)dx

Propiedades de comparacion de la integral

6. Si f(x) =0 paraa=x = b,entonoesrf{x} dx = 0.

1. Sif(x) = g(x) para a = x < b,entonces rf(x} dx = ‘-b g(x) dx.
i wil

8. Sim = f(x) = M para a = x < b,entonces

m(b — a) = “:f(x) dx = M(b — a)

Enrique Walter Philippeaux Pagina 34



Resumen Analisis Matematico 1 2020

Si f(x) = 0, entonces |: f(x) dx representa el drea bajo la grifica de f, de manera que la
interpretacion geométrica de la propiedad 6 es simplemente que las dreas son positivas
(esto también se sigue directamente de la definicion porque todas las cantidades involucra-
das son positivas). La propiedad 7 expresa que una funcién mas grande tiene una integral
mads grande, lo cual se infiere de las propiedades 6 y 4 porque f — g = 0.

La propiedad 8 se ilustra mediante la figura 16 para el caso en que f(x) = 0. Si fes
continua podriamos tomar m y M como los valores minimo y maximo absolutos de f sobre
el intervalo [a, b]. En este caso, la propiedad 8 expresa que el drea bajo la grifica de fes
mayor que el area del rectangulo con altura m y menor que el drea del rectingulo con
altura M.

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 8 Puesto que m < f(x) = M, la propiedad 7 plantea que

u[: mdx = j: flx)dx = u[: M dx

Si aplicamos la propiedad 1 para evaluar las integrales en el primero y el segundo
miembros, obtenemos

m(b — a) < " f(x) dx < M(b - a) B

La propiedad 8 es util si lo que quiere se reduce es una estimacion general del tamafio
de una integral sin las dificultades que representa el uso de la regla del punto medio.
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Metodos de integracion:

Integracién directa ( tabla )

(como la tabla de derivadas, al revés xd)

|I| Tabla de integrales indefinidas
l cf(x)dx=c¢ |f(.r) dx

[ kdx=kx+ C

n=1

N X .
x"dx = + C # —1
v' o n+1 (n )

fe“d_r=e‘+ E
fsenxdx— —cosx + C

| sec’xdyx=tanx + C

L

.
' secxtan xdx =secx + C

1
ol

de=tan"'x+ C
Jd X© |

"

| senhxdx = coshx + C

o

‘ [f(x) + g(x)]dx = j*f(.'c] dx + ' gl(x) dx

[Ld}t’: In|x|] + C
J x

I

[a“dx= a +C

na

' cos xdx =senx + C
" %
' csc*xdx = —cotx + C

' cscxcotxdx = —cscx + C

¢ 1
' —————dx=sen"'x+ C

\.lrl -

[ cosh xdx = senhx + C

-
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Por sustitucion

El método de sustitucion es uno de los mas utilizados.

E Regla de sustitucién Si u# = g(x) es una funcién derivable cuyo rango es un
intervalo I'y fes continua sobre 7, entonces

[ (g0 g/ dx = [ f(u) du

m Encuentre _[x‘l cos(x* + 2) dx.

SOLUCION Hacemos la sustitucién u = x* + 2 porque su diferencial es du = 4x° dx, la
cual, aparte del factor constante 4, aparece en la integral. De este modo. con
dx =1du y la regla de sustitucion, tenemos

jfcos(x“ + Z)dxz.l.cosu-ﬁdu Zﬁjcosudu
=1senu + C

=isen(x* +2) + C

El problema con las integrales definidas:

Cuando se evalua una integral definida por sustitucion, pueden aplicarse dos métodos.

Uno consiste en evaluar primero la integral indefinida y, enseguida, aplicar el teorema fundamental.

Por ejempilo, si se usa el resultado del ejemplo 2, se tiene:
L: V2x + ldx = ‘ VZx+1 dr];

= jx + DV = 30p - 5
=3;@Q7-1)=%

El otro método, que suele ser preferible, es cambiar los limites de integracion cuando se
cambia la variable.

@ Regla de sustitucion para integrales definidas Si ¢’ es continua sobre [a. b] y fes
continua sobre el rango de u = g(x), entonces

[ o0 g dx = [ ) du

gla)

DEMOSTRACION  Sea F una antiderivada de f. Entonces, por . F(g(x)) es una antideri-
vada de f(g(x))g'(x). de modo que, de acuerdo con la parte 2 del teorema fundamental,
tenemos

(b ’ b
|| 790 g dx = Flg@)], = F(g(b)) = Flg(a)
Pero, si se aplica el TFc2 una segunda vez, también resulta

‘:Tf () du = F (“)]iz; = F(g(b)) — Flg(a)) =
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Ejemplo:

m Evaltie l: V2x + 1 dxusando[6].

SOLUCION Si usamos la sustitucion a partir de la solucién 1 del ejemplo 2, se tiene
u=2x+ 1ydx=1du. Para encontrar los nuevos limites de integracién, notamos que

cuandox =0, u=2(0)+ 1 =1 y cuandox =4, u=2(4)+1=9

Por tanto, l': V2x ¥ ldx = i'|° L Ju du

Observe que al usar @ no se regresa a la variable x después de integrar. Sencillamente
evaluamos la expresion en u en los valores apropiados de u. |

Integracion por partes

Cada regla de derivacion tiene una correspondiente regla de integracién. Por ejemplo, a la regla de
sustitucion para la integracién, le corresponde la regla de la cadena para la derivacion. La regla de
integracion que le corresponde a la derivacién de un producto, se llama integracién por partes.

La regla del producto establece que si f y g son funciones derivables, entonces

d% [f(X)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x)

En la notacién para integrales indefinidas, esta ecuacion se convierte en

[ 19 dx + [ 907 () dx = f()g(x)

Reacomodando, tenemos la formula para la integraciéon por partes:

[u.dyzu.y— [udu

u Ly

m Encuentre J.x sen x dx.

SOLUCION CON LA FORMULA 1 Supongamos que elegimos f(x) = x y g'(x) = sen x.

Entonces f'(x) = | y g(x) = —cos x. (Para g podemos elegir cualquier antiderivada de
g'.) Asi, utilizando la formula 1, tenemos

'. xsenxdx = f(x)g(x) — [ g(x) f'(x) dx

o o

= x(—cos x) — | (—cos x) dx

= —XCosXx + J.cos xdx

= —xcosx +senx+ C
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Integrales de funciones trigonométricas

1. Caso [sen"xdx /][ cos"x dx

S<Senfx 0 T T o o S
T T T et b s
1.37 p €S ipar, TN=9Kg =& Ki=G\" o b Iecos G 1
N PR | ':_- : J =t
Sea X = (Sen 7\) o (Seq ?‘) ENN 'CGS""X-;' 1+c26u3

957 A esimpa, p= 2R+1 | Costx + ser=N
: ” CostX= 1—-5901,;
Seal ¥ =(ged )| = (3entx) Lgea x | Srops-gor —
P | » r s \'

- Sila potencia es par, se debe agrupar de la siguiente manera:
n/2
f(sen 2x) dx

Luego, reemplazamos por la propiedad trigonométrica acorde y queda algo parecido a :
n/2
L1 + cos@0)] " dx =] dv + 1] cos(2x) "™ dx

Nota: Verificar los signos!!!

- Sila potencia es impar, se debe agrupar en | (sen 2x) “ dx siendo a = n-1.
Luego, quedaria algo asi: | (sen 2x) “ sen x dx
Si reemplazamos sen ’x con la primera identidad trigonométrica queda:
J(1 = cos 2x) “ sen x dx
Y ahora resta hacer una simple sustitucién y listo. ya que senx es la derivada de cosx.
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2. Caso | sen"x cos"x dx

Es muy similar al anterior:

a

Estrategia para la evaluacion de | sen™x cos"x dx

o

a) Si la potencia del coseno es impar (n = 2k + 1), extraemos un factor coseno y
utilizamos cos’x = | — sen’x para expresar los factores restantes en términos del
seno:

j sen™x cos ¥ x dx = I sen™x (cosx)“cos x dx
= J. sen™x (1 — sen*v)“cos x dx

Después sustituimos # = sen x.

b) Si la potencia del seno es impar (m = 2k + 1), extraemos un factor seno y
usamos sen’x = | — cos’x para expresar los factores restantes en términos
del coseno:

J sen®**x cos"x dx = j (sen’x)fcos™x sen x dx
= J. (1 — cos*x)*cos"x sen x dx

Después sustituimos u = cos x. [Observe que si la potencia de ambos, seno y
coseno, es impar. puede utilizarse a) o b).]

¢) Si las potencias de ambos, seno y coseno, son pares, utilizamos las identidades
del dngulo medio

I | ;
sen’x = 3(1 — cos 2x) cos’x = 5(1 + cos 2x)
Algunas veces es util utilizar la identidad

I
sen x Cos X = 3 sen 2x
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3. Caso [ tg™x sec"x dx

Es muy similar al anterior:

Estrategia para la evaluacion de | tan™x sec”x dx

a) Sila potencia de la secante es par (n = 2k, kK = 2), extraemos un factor sec’x y
utilizamos sec’x = | + tan’x para expresar los factores restantes en términos
de tan x:

f tan™x secZx dx = f tan™x (secxx)*!sec2x dx
= j tan™x (1 + tanx)*"!sec?x dx

Después sustituimos # = tan x.

b) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), extraemos un factor
sec X tan x y utilizamos tan’x = sec’x — 1 para expresar los factores restantes
en términos de sec x:

J tan?**1x sec"x dx = f (tan?x)*sec™ 'x sec x tan x dx

= f(seczx — 1)*sec™'x sec x tan x dx

Después sustituimos u = sec Xx.
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Otras identidades a usar

[2] Para evaluar las integrales a) [ sen mxcos nxdx, b) [senmxsennxdx o
c) f cos mx cos nx dx, utilizamos la identidad correspondiente:

a) senAcos B = %[sen(A — B) + sen(A + B)]
b) sen A sen B = -;[cos(A — B) — cos(A + B)]
c) cosAcos B = %[cos(A — B) + cos(A + B)]

[1]

{sec_rdx= In |sec x + tan x| + C

Podriamos verificar la férmula | derivando el lado derecho, o como sigue. Primero multi-
plicamos el numerador v el denominador por sec x + tan x:

sécx + tan x

( sec x dx = [1&: x dx
. . secx +tan x

dx

|- sec’x + sec x tan x
SeC X rtan x

S1 sustituimos « = sec X + tan x, entonces du = (sec x tan x + sec’x) dx, por lo que la

integral resulta I (1/u) du = In | ul = C. Asi, tenemos el resultado buscado
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Descomposiciéon por fracciones

Se debe tener en cuenta 3 cosas:

1. El grado del polinomio del numerador
2. El grado del polinomio del denominador
3. Si existen raices reales o complejas (no existen raices)

En esta seccién mostraremos como integrar cualquier funcién racional (una razon de
polinomios) al expresarla como una suma de fracciones simples, llamadas fracciones
parciales, que ya sabemos c6mo integrar. Para ilustrar el método, observe que al tomar el
denominador comun de las fracciones 2/(x — 1) y 1/(x + 2), obtenemos

2 1 2x+2)—(x—1)  x+5

x—=1 x+2 (x=Dx+2 P +x=2

Ahora, si invertimos el procedimiento, vemos cémo integrar la funcién del lado derecho

de esta ecuacion:

- x+5 e 2 !
.J.'3+Jc~—2d'l _..(_\‘—I_J.'+2)d'l

=2hlnx—1]-I|x+2|+C

A tener en cuenta:

Si el polinomio de mayor grado se encuentra en el numerador, primero hay que descomponerlo en fracciones simples.

Para ver cdmo funciona en general el método de fracciones parciales, consideremos la
funcién racional

P(x)
O(x)
donde P y O son funciones polinomiales. Es posible expresar f como una suma de fraccio-

nes simples, siempre que el grado de P sea menor que el grado de (. A una funcién racio-
nal de este estilo se le llama propia. Recuerde que si

flx) =

P(x) = anx" + asaix™' + - - + aix + ao

donde a, # 0, entonces el grado de P es n y lo expresamos como gr(P) = n.

Si f es impropia, esto es, gr(P) = gr((), entonces debemos tomar el paso prelimi-
nar de dividir P entre Q) (por divisién larga) hasta obtener el residuo R(x) de manera que
gr{R) < gr(Q). El enunciado de la divisidn es

PR i [ R(x)
[1] fl) = ) S(x) + 0w

. | .
u m Encuentre | ; :— ]'1 dx.

SOLUCION Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador.
primero ejecutamos la division larga. Esto nos permite escribir

rx? +ox ({2
'x Jld_t'=| r+x+2+4 2 dx
Jox=1 x=1

3 2

X x
—-‘T+?+2x+2ln|x—||+(" [—
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Caso 1: Producto de factores lineales distintos
Esto significa que podemos escribir

Q(x) = (a1x + bi)laax + b2) - - - (aex + by)

donde no hay factores repetidos (y ningin factor es un miiltiplo constante de otro). En
este caso, el teorema de fracciones parciales establece que existen constantes A, Az,..., Ay

tales que

El Rlx) A1 Az Ai

= + o b—
Qx) ax+b  awx+ b agx + by

¥+ 2x—-1

V] Bvalte | —=————dx.

SOLUCION Ya que el grado del numerador es menor que el grado del denominador, no

necesitamos dividir, asi que pasamos a factorizar el denominador como

2+ =2 =x(2x? 4+ =2 =x(2x = D(x+ 2)

Puesto que el denominador tiene tres factores lineales diferentes, la descomposicion en

fracciones parciales del integrando | 2] tiene la forma

x(2x — 1)(x + 2) 2.r—!+x+2

E X+ 2x=1 i B &

Para determinar los valores de A, B y C, multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por
el comiin denominador, x(2x — 1)(x + 2) para obtener

El KA+ 1=AR2x— 1){x+2) + Br(x+2) + Cx(2x— 1) ‘

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién 4 y escribirlo en la forma polinomial estindar,
obtenemos

[5] =1 =(A+B+200°+(3A+2B—-C)x—24

Las formas polinomiales de la ecuacién 5 son idénticas, asi que sus coeficientes deben
ser iguales. El coeficiente de x* del lado derecho, 24 + B + 2C, debe ser igual al coefi-
ciente de x* del lado izquierdo, 1. Del mismo modo, los coeficientes de x son iguales y

los términos constantes son iguales. Esto plantea el siguiente sistema de ecuaciones para
A ByC:

Resolviendo, obtenemos A = %, B = % y C = =1, asi que

2A+ B+2C=1
3A+2B—- C=2 s x4 2x=1

sz-"+3 ‘”_,[ 51—1
—24 = —1 T X

=iln|x| + 5ln|2x —

1 1
T10x+ Z:Id"\r

1| —ghn|x+2]+K

En la integracion del término de en medio hicimos mentalmente la sustitucion u = 2x — 1, lo

cual da du = 2 dx y dx = } du.
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Caso 2: Producto de factores lineales repetidos

Suponga que el pnimer factor lineal (ai.x + b) se repite r veces; esto es, (aix + b)) apare-
ce en la factorizacién de Q(x). Entonces, en lugar del término simple A, /(a,x + b,) de la

ecuacion 2, usariamos

AI- + AZ § 5= Ar

3 S
ax + b (a1 x + b)) (a1x + by)

X' =2 4 4x 4+ 1
—=—xt—x+1

X.

EET Encuentre |

SOLUCION El primer paso es dividir. El resultado de la divisién larga es

=24 4x 41 4x
- ~ =xr4+ 1+
=Xt =g

—=at—x+1

El segundo paso es factorizar el denominador Q(x) = x* — x* — x + 1. Puesto que
@(1) = 0, sabemos que x — | es un factor y obtenemos

r=x=—x+1l=Gx-D=-D=(x—Dx—Dx+1)
- @ — D+ 1)
Puesto que el factor lineal x — | se presenta dos veces, la descomposicién en fracciones
parciales es

4x A N B N C
(x—1x+1D x—1 (x—=1¢% =x+1

Multiplicando por el minimo comiin denominador (x — 1F(x + 1), obtenemos

dx=Alx=1){x+ 1)+ Blx+ 1)+ Clx = 1)

=4 +C)xt+ (B=2C)x+(—A + B + C) N

Ahora, igualando coeficientes:

A + C=0
B-2C=4
=A+B+ C=0

Resolviendo, obtenemos A = 1,B =2y C = —1, asi que
=24+ 4x + 1 1 2 1
. = +1+ + - -
Ix3—x“—x+l k% _[|;t : x—1 (x=1) x+l]dx
x? 2 2 2 I —l|
=—4x+h|jxr=1]|-——=Infx+ 1|+ K =2 4 = —= u
e e o= ia ek 2 = Y|t
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Caso 3: Factores Cuadraticos irreducibles distintos

Si @(x) tiene el factor ax® + bx + ¢ donde * — 4ac < 0, entonces, ademas de las fraccio-
nes parciales de las ecuaciones 2 y 7, la expresion para R(x)/Q(x) tendri un término de la
forma

E Ax+ B
ax’ + bx + ¢

donde A y B son constantes que han de determinarse. Por ejemplo, la funcién dada por
f(x) = x/[(x — 2)(x* + 1)a* + 4)] tiene una descomposicién por fracciones parciales de
la forma

x A Bx+C Dx+E

(x=2(x"+Dx*+4 x=-2 x+1 x4+ 4

El término dado en [J] puede integrarse completando el trinomio cuadrado (si es necesario)
y utilizando la férmula

f%;m"(i)*‘f

2x' —x + 4

v Evalie | =————dx.

SOLUCION Dado que x* + 4x = x(x* + 4) no puede factorizarse mds, escribimos

sz—x+4_A Bx+ C

5 o + ]
x(x*+ 4) x x4+ 4

Multiplicando por x(x* + 4), tenemos
2P =x+4=Ax*+ 4 + (Bx + O)x
= (A+ B)x” + Cx + 44

Igualando coeficientes, obtenemos
A+B=2 C=-1 4A=4
AsiA=1,B=1yC = —1,asique

2t —x+4 1 Xl
,f X+ 4x d.r-—J(;+ Jr3+-1-)d"r

Para integrar el segundo término, lo repartimos en dos:

x—1 f X |
J.x3+4dx=.' xl+4dx-.,|xl+4dx

Hacemos la sustitucién u = x* + 4 en la primera de estas integrales, de modo que du = 2x dx.
La segunda integral se evalta por medio de la férmula 10 cona = 2:

F2xt—x+4 r 1 ¢ X |
iy Rl s o

=1In|x] + $In(x? + 4) = Laan"'(x/2) + K =
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Caso 4: Factores Cuadraticos irreducibles repetidos
81 Q(x) tiene el factor (ax® + bx + ¢), donde b* — 4ac < 0, entonces en lugar de una tnica

fraccion parcial [9] la suma

E Ax + 31 Axx + Bj + A,—_l' + Br
ax* + bx+ ¢ (ax® + bx + ¢)? (ax® + bx + ¢)’

—_ b Vgl e o3
EJEMPLO 8 RS l:{t:—f”l“d.c.

SOLUCION La forma de descomposicidn en fracciones parciales es

I—_r+lxl—x’_i+ﬂx+C+D_t+E
x(x24+ 1 x4+l (E+ 1)

Multiplicando por x(x* + 1), tenemos
—P A+ —x+1=A+ 1P+ (Bx+ Cx(x*+ 1) + (Dx + E)x
=AM+ 2224 D+ B+ )+ O 4+ )+ DX+ Ex

=A+Bx*+C+(2A+ B+ D>+ (C+Ex+ A

Si igualamos coeficientes, obtenemos el sistema

A+B=0 CcC=-1 2A+B+D=2 C+E=-1 A=1
que tiene lasolucion A = 1. B= -1, C=—-1, D=1y E=0. Asi,
1 —x+ 2x*—%? 1 x+1 X . . ' '
I‘ 1.1,1dx=J.(——t. ¥ ‘1 z)d't_lﬁ_ q_r tir—l,d‘ ;Uitj
x(x* 4+ 1) x x+1 x*+1) J x x+1 J x*+1 (x=+ 1)
—ln|r|—-":ln[t3+1]—mn"r—;+.‘(
A T
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Sustitucién Trigonométrica

En la determinacién del area de un circulo o una elipse, surge una integral de la forma
I +/a* — x* dx, donde a > 0. Si fuese [ x+/a> — x? dx, la sustitucién u = @* — x* seria
eficaz; pero, tal como estd. | /a2 — x? dx es mas dificil. Si cambiamos la variable de x

a f por la sustitucion x = a sen 6, entonces la identidad 1 — sen’# = cos*# nos permite
eliminar el signo de la raiz porque

Jar —x? = /a? — a’sen’d = \/a*(1 — sen?0) = \/a’cos?0 = a|cos 0|

Observe la diferencia entre la sustitucién ¥ = @* — x* (en la que la nueva variable es una
funcién de la variable anterior) y la sustitucién x = a sen # (la variable anterior es
una funcion de la nueva).

En general, podemos hacer una sustitucion de la forma x = g(f) al usar a la inversa la
regla de sustitucion. A fin de simplificar los cdlculos, suponemos que g tiene una funcién
inversa; es decir, g es uno a uno. En este caso, si se reemplazan u por x, y x por f en la regla
de sustitucion (ecuacién 5.5.4), obtenemos

[ () dx = [ £g(0)g ')

Este tipo de sustitucion se llama sustitucion inversa.

Puede hacerse la sustitucion inversa x = a sen 6 siempre que ¢€sta defina una funcion
uno a uno. Esto puede llevarse a cabo restringiendo 6 al intervalo [ —1/2, 7/2].

En la siguiente tabla se listan las sustituciones trigonométricas que son eficaces para las
expresiones con radicales debido a las identidades trigonométricas especificadas. En cada
caso, la restriccion sobre @ se impone para asegurar que la funcion que define la sustitucion
es uno a uno. (Estos son los mismos intervalos empleados en la seccién 1.6 al definir las
funciones inversas.)

Tabla de sustituciones trigonométricas

Expresion Sustitucion Identidad

a* = x? X = asen#, —%‘E 9«*»:%? 1 — sen’f = cos’d
Jar + a7 X = atan @, —%c:: B{g 1 + tan*f = sec’f
JaZ—a? x=asechH, 0=60< 0 rhﬂ-i% sec’f# — 1 = tan’0
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SOLUCION Seax = 3,sen 6, donde —7/2 <0 = w/2. Entonces dx =3 cos 0 df y

VO = x? = /0 — 0sen?d = /Ocos’@ = 3|cos 8] = 3cos 8

(Observe que # = 0 porque — /2 = 6 = m/2.) Asi, la regla de la sustitucién inversa da

[ O "
| 'k all? S | Jeoa® iy
J x’ J Osen-f
. 9 o
= [ ==rd6 = [ co’9db
J sen“f 3
- J (csc?0 — 1) do
= =cotfl =0+ C
Del grafico vemos que cotf = oL
X

(Aungue 8 > 0 en el diagrama, esta expresion para cot # es vélida aun cuando 8 < 0.)
Dado que sen # = x/3, tenemos # = sen' (x/3), asi que

x?2 X

(O

VO = x? _i(\'
——— —sen

Otra forma de hacer el
cambio de variable es a
través del siguiente
triangulo rectangulo,
usando trigonometria

3.
- y g N
L O
\,-{) = .fU
catop x
sen(f) = —
® hip 3
¥
— a2
COS(B) ! catfzﬂy » VI—x
hip 3

T)%—C =

Enrique Walter Philippeaux

Pagina 49



Resumen Analisis Matematico 1 2020

Paso a Paso:

Utilizando la tabla.
1. Identificamos la integral que no podemos resolver por métodos convencionales.
2. Identificamos que identidad trigopnométrica vamos a utilizar.

Expresidn Sustitucién ldentidad

Ja? —x? X = asen#, —‘?T = 9-‘2-2-%‘_ 1 — sen’d = cos’#
Ja? + x? x = atan8, —% <0< % l + tan’f = sec’d
JxEi— a> x=asech, 0=0< g 0o m=60< 3; sec’d — 1 = tan’d

3. Hacemos una sustitucion inversa donde reemplazamos x segun la identidad que
elegimos por una funcion g(t) que debe ser invertible, por lo que debemos acotar el
dominio de esta funcion, adicionalmente, hay que reemplazar el diferencial dx por la
derivada de g(t)

[ £Gx) dx = [ F(g(0)g0)

Método del triangulo rectangulo
1. Identificamos la integral que no podemos resolver por

Q — gt

métodos convencionales. v

2. Construyo un triangulo rectangulo donde uno de los
lados es la funcion que buscamos reemplazar, y en catop x
los otros lados el valor de x y el término constante, en sen(8) = " i, an 3
base al signo que tenga x y P

3. Utilizando funciones trigonométricas (SOH-CAH-TOA) catady VI3
podemos sacar una funcion g(a ) para sacar x de cos(8) = i W i

nuestra funcion, y manteniendo la igualdad al sustituir.

4. Buscamos reemplazar toda la integral por estas
sustituciones para que la unica variable sea el angulo o de nuestra sustitucion. Al
diferencial de x dx lo reemplazamos por la derivada de la funcién g(a).

5. Resolvemos el integral y volvemos a nuestra variable original, reemplazando las
distintas funciones trigonométricas de la variable o por sus valores segun el triangulo,
en donde probablemente tengamos algunas funciones trigopnométricas inversas como
resultado.

Enrique Walter Philippeaux Pagina 50



Resumen Analisis Matematico 1 2020

Integrales Impropias

Si se puede calcular la integral o no, depende de la regla exacta de la funcion. Esta seria una integral
impropia de la cual podemos obtener dos resultados dependiendo f(x).
1. Area infinita: cuando la integral diverge, es decir, f(x) no tiende a 0 lo suficientemente rapido
como para calcular el area exacta.
2. Area Finita: cuando la integral converge, es decir, f(x) tiende a 0 lo suficientemente rapido, y
al evaluar el limite, el area de esta integral da un numero finito.

Al establecer la integral definida j':f(x) dx tratamos con una funcion f definida sobre un
intervalo finito [a, b] y supusimos que f no tiene una discontinuidad infinita (véase la sec-
cion 5.2). En esta seccion extendemos el concepto de integral definida al caso donde
el intervalo es infinito y también para el caso donde f tiene una discontinuidad infinita en
[a. b]. En cada caso la integral se [lama impropia. Una de las mds importantes aplicaciones
de esta idea se da en la distribucidn de probabilidad, que serd estudiada en la seccidn 8.5.

Tipo 1: Intervalos infinitos
RLMTe SUPeRIor no a0BOC
1ewale de inTedgalion: [a.x), *#*co | 5. fniw
Jmf.{x)dx L kimn [’F(s}]x= Limn [F(x}# F{a}]

a o T a EE L

@) Lmire infFeeicR to ACcTado

! IrreRalo de ’:mgﬁﬁa{;ién {ﬁ‘-, b] Rr- b FiowTo

] ks
j Focds = Limm ['{-‘(w}] = Lion {-Flh] -F[E}]
" ) R=-0o P o e ]

1ATeRVALD de INTeARanen (fit); R+-o; t> @

se eL%e LN ValoR "¢, TaL e CER.

. = c : t
j Frerdx = Lim [ﬁ,j] + Lim [\Fm}
-o0 AL =) =] £+ c

Lim [Fees - Fiay] + Lim [F (t)- F{cq

s v oo
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Considere la region infinita S que estd bajo la curva y = 1/x% por encima del eje x y a la
derecha de la recta x = |. Podria pensarse que, puesto que S se extiende al infinito, su drea
debe ser infinita, pero veamos esto con mds detalle. El drea de la parte de S que estd a la
izquierda de la recta x = 7 (sombreada en la figura 1) es

AD) :L’%dx: —i} i o

* 1

Observe que A(f) < 1 sin importar qué tan grande se elija 1.
También observamos que

1
lim A(f) = lim (1 = —) =1
t—so t—x 1

El drea de la region sombreada se aproxima a | cuando f — o (véase la figura 2). asi que
decimos que el drea de la region infinita S es igual a | y escribimos

2

rtm:mf%m=1

\-I _I_ |—>m

Vi

=y

FIGURA 1

|I| Definicion de una integral impropia de tipo 1
a) Si [! f(x) dx existe para todo niimero f = a, entonces

J; 76 x = tm [

siempre que el limite exista (como un nimero finito).

b) Si _}'f’ f(x) dx existe para todo nimero t = b, entonces
b ; b
J f(x)dx = lim I fix) dx
— I——m W
siempre que este limite exista (como un nimero finito).

Las integrales impropias 1: f(x)dxy 11& f(x) dx se llaman convergentes si el limite
correspondiente existe, y divergente si el limite no existe.

c) Siambas [” f(x) dx y [ f(x) dx son convergentes, entonces definimos

1_7 f(x) dx = L f(x) dx + f*’ f(x) dx

En el inciso c) puede utilizarse cualquier niimero real a (véase el ejercicio 74).
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ﬂ Determine si la integral [" (1/x) dx es convergente o divergente.

SOLUCION De acuerdo con el inciso a) de la definicién 1, tenemos

ra | e 1 :
l —dx = Itm' —dx = lim In|Jr|]I
J1 X I—==Jl x [

Iim(lnt—Inl)=Ilimlnr= =
rJ'J' r » 30

El limite no existe como un nimero finito y, por tanto, la integral impropia
17 (1/x) dx es divergente.

irea finita | drea infinita

0 i X 0 I' X

FIGURA 4 j, (1/x%) dx converge FIGURA 5 jvl= (1/x) dx diverge
Nota: solo para la f(x) de arriba, integrando de 1 a +inf:

w ]
Iz| l; —de esconvergente sip > 1 ydivergentesip = l.
Jx

Enrique Walter Philippeaux Pagina 53



Resumen Analisis Matematico 1 2020

Tipo 2: Integrandos discontinuos o no acotados

Es como el anterior, pero cambian los ejes:
b ; ; =3
J foodx ; @yl Son fINTOS peeo £oo) preseN™ UM dorminvidad en C; fle)+co

3 _ b . - s | ol _
| j feodx = UM | fLadx + Um £0x) 0%
! by Lo P

a 20 2

S - s e >0

7z - : 5’\ Lim [F (c-#) - Fta)]+ #ﬂmo [Fuol - Ff.cw)]
" he

I Tipo 2: integrandos discontinuos

¥ Suponga que f es una funcién continua positiva definida sobre un intervalo finito [a, b).
.'I pero tiene una asintota vertical en . Sea § la region no acotada bajo la grafica de fy por
¥= fix) {|,=p  encima del eje x entre @ y b. (Para integrales del tipo 1. las regiones se extienden indefini-
£ 3 b /,f damente en una direccidn horizontal. Aqui la regidn es infinita en una direccion vertical.)
S El drea de la parte de § entre a v ¢ (la regidn sombreada en la fizura 7) es
0 a th x

FIGURA 7 A) = | () dx

Si sucede que A(f) se aproxima a un nimero definido A cuando { — b, entonces deci-
mos que el drea de la regidn § es A y escribimos

[ f(x) dx = lim 1 f(x) dx

@ Definicion de una integral impropia de tipo 2 }.’ |
a) Si fes continua sobre [a, b) y es discontinua en b, entonces '
b [t I"'-
r = Ii x) dx 3 T,
J; f(x) dx = lim _L fix) L
si este limite existe (como un nimero finito).
b) Si fes continua sobre (a. b] y es discontinua en a, entonces 0 = oK
b i b
' flx) dx = lim [ flx)dx FIGURA 8
ol F—a™ 4t
¥
si este limite existe (como un nimero finito). |i |
La integral impropia ]_f Flx) dx se llama convergente si existe el limite correspondiente, .u'l
y divergente si el limite no existe. * '\\
c) Si f tiene una discontinuidad en ¢, donde a << ¢ << b. y ambas L|‘:f{r} dx y _f__./. .
J: Sf(x) dx son convergentes, entonces definimos B
5 - b 0 a c b x
| @) dx = | flx) dx 4 ["F(x) dx
FIGURA 9
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m Encuentre [j;dx.

=2

SOLUCION Primero, notamos que la integral dada es impropia porque f(x) = 1/y/x =2
tiene una asintota vertical x = 2. Dado que hay una discontinuidad infinita en el extremo
izquierdo de [2, 5], utilizamos el inciso b) de la definicién 3:

(s dx . ¢ dx rt | ‘
jz x =2 _r]‘rznl J! Jx =7 \\II'V:\;'x—I
= lim 2v/x = 2] \

- r11m A3 -J1-2) . iirea = 2J§H_'[_'
=2/3

Asi, la integral impropia dada es convergente y, puesto que el integrando es positivo,
podemos interpretar el valor de la integral como el drea de la regién sombreada en
la figura 10. i ]

d:
m Evalie E : I si es posible.

X —

SOLUCION Observe que la recta x = | es una asintota vertical del integrando. Puesto que
aparece a la mitad del intervalo [0, 3], debe utilizarse el inciso c) de la definicién 3 con
c=1:

J'ﬂ dx _.-l dx +§3 dx

x=1 Jox-=1 P x=1

1 a’x . o odx " ]
donde L = rll-rlll Jn il = II.!'I'll-I_ In |x -1 I]ﬂ

= lim (In]t = 1] =In|=1|)

rI_i'|?1_ In(l = 1) = =»

porque | — t— 0" cuando t— 1. Asi, _i'n' dx/(x — 1) es divergente. Esto implica que
_fuj dx/(x = 1) es divergente. [No necesitamos evaluar _|,3 dx/(x = 1).] _—

B ADVERTENCIA Si no hubiéramos notado la asintota x = 1 en el ejemplo 7 y se
hubiera confundido la integral con una integral ordinaria, entonces podria caerse en el

cilculo erréneo:

1 dx 3
LJ_] =ln|x—1|f=n2—In1=1In2

Esto es incorrecto porque la integral es impropia, y debemos calcularla en términos de
limites.
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Aplicaciones de integrales

Longitud de arco / rectificacion de curva

@ Formula de la longitud de arco  Si f” es continua sobre [a, b]. entonces la longitud
delacurvay = f(x),a =< x < b, es

L= Jj V14 [F(x)]? dx

/_\

Visual 8.1 muestra una animacitn de la
figura 2

FIGURA 1

—

FIGURA 2

FIGURA 3

:Qué se entiende por longitud de una curva? Podriamos pensar en ajustar un trozo de
cuerda a la curva de la figura 1. y después medir la cuerda con una regla. Pero eso podria
ser dificil de hacer con mucha exactitud si se tiene una curva complicada. Necesitamos una
definicidn precisa para la longitud de un arco de una curva, en el mismo sentido que
las definiciones desarrolladas para los conceptos de drea y volumen.

Si la curva es un poligono, podemos determinar con facilidad su longitud: sélo nece-
sitamos sumar las longitudes de los segmentos de recta que forman el poligono (puede
usarse la formula de la distancia para hallar ésta entre los puntos extremos de cada
segmento). Con esta estrategia, podemos definir la longitud de una curva general
aproximdndola primero mediante un poligono y luego tomando un limite cuando se
incrementa el nimero de segmentos del poligono. Este proceso es conocido para el caso
de un circulo, donde la circunferencia es el limite de longitudes de poligonos inscritos
(véase la figura 2).

Ahora supongamos que una curva C se define mediante la funcién y = f(x), donde fes
continua y @ =< x = b. Podemos obtener una aproximacion poligonal a C dividiendo el
intervalo [a, b] en n subintervalos con puntos extremos Xy, Xi, .. .. x, y de igual ancho a Ax.
Siy; =f(x;), entonces el punto Pj(x;, y;) estd sobre C, y el poligono con vértices Py, Py, ..., P,
ilustrado en la figura 3, es una aproximacion a C.

Enrique Walter Philippeaux
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Fotoee

FIGURA 4

La longitud L de C es aproximadamente la longitud de este poligono y la aproximacion
es mejor cuando se incrementa 1. (Véase la figura 4, donde se ha ampliado el arco de la
curva entre P, y P; y se muestran las aproximaciones con valores sucesivamente més
pequeiios de Ax. Por tanto, definimos la longitud L de la curva C con la ecuacion y = f(x),
a = x = b, como el limite de las longitudes de estos poligonos inscritos (si el lfmite existe):

|I| L = lim E |P,'_1P,'|
i=1

A—oo

Observe que el procedimiento para definir la longitud de arco es muy similar al utiliza-
do para definir drea y volumen: se divide la curva en un gran nimero de partes pequefas.
Luego, se determinan las longitudes aproximadas de éstas y se suman. Por tltimo, se toma
el limite cuando n — oo,

La definicion de la longitud de arco expresada en la ecuacion 1 no es muy conveniente
para propositos de cilculo, pero puede deducirse una formula integral para L en el caso
donde f tiene una derivada continua. [Tal funcién se denomina suave porque un cambio
pequeiio en x produce un cambio pequefio en f'(x).]

Si Ay, = y; — yi_1. entonces

|Ps—1P(| = \/(Xi il xi—1)2 = ()’, T }‘5_1)2 =i \/(Ax)z I (A}’:)E

Al aplicar el teorema del valor medio a fen el intervalo [x;,_,. x;]. encontramos que hay un
nimero xi* entre x;—; y x; tal que

es decir,

Asi, se tiene

F(&) = f(res) =f’(-’€£*)(x;' = T
Ay = f'(x¥) Ax

| PP | = V(AX)2 + (Ayi)2 = V(Ax)? + [f'(xF) Ax]?

= V1 + [fGH] J(Axp

Il

\/1 + [f’(x,’")]z Ax (puesto que Ax = 0)

Por tanto, por la definicion 1,

L=H

b=

| PieiPi| = lim i V1 + [F(x)]? Ax
R |

Pi=1

Esta expresion se reconoce como igual a

[[VIHF 70T dx
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Otra explicacion: ¥

El problema general que vamos a
plantearnos es el calculo de la longitud de
arco de la curva y = f(x) en el intervalo [a, b].

1.

Suponemos que fes continua en [a,
b] y derivable en (a, b).

Haciendo una particion del intervalo
[a, b] en n subintervalos de igual

longitud:
a=Xx,<x,<..<x,=b,donde:
x
b—a
H

Entre cada par de puntos de la curva, (x_,, f(x_,)) ¥ (x, f (x,), aproximamos la longitud
de arco s, por la distancia recta entre ellos. Aplicando la formula de la distancia entre

dos puntos:

5, & ,Jf x=<g Y FEY =)
Siendo f derivable v continua en [a.b], lo sera en este intervalo y:

Se)— foey )= 1(z)(x; —x,y |
Para un punto z,. localizado entre x_ v x,.

Sustituyendo en la ecuacion de la distancia entre dos puntos:
§; = \’(x:' —Xi :'2 +[f(3:'}(x:' X ” =
s; (6 —x, :Wh +(f(Z:):|: =ﬂj1+[f(5:}:|lﬂx

Sumando los n segmentos rectos tendremos:

S aprex :il 1+[f(2i-}:|:.ﬂx

v si 1 se aproxima a infinito obtenemos la longitud del arco:

s=lm D1+ (£ (z2)) Ax
n—mﬁ )

que evidentemente es el limite de una suma de Riemann y:

Fs ‘f:»,’1+ ( f(x:}:lzdx

Siempre que el imite exista.
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Paso a Paso: i
] - F r
1. Suponemos que fes continua en [a, b] y
derivable en (a, b). Ry p
2. Haciendo una particidon del intervalo [a, bl en n o /.-” /. r
subintervalos de igual longitud: P S/
_ _ ;AT " S/
a=x,<x,<...<X,=b,donde: P e / 2P
/" v
e // ,",
X —x,; =Ax= L P ff{
- n P sl 4
i— 1 7
g Vi y P
/o
¥4 &
___..P".. 3 y=flx) /;,if’d Vi
| I",I e R S o 4_.— yd
of 1
' |
N AR e ,/”/
R Y N N A =
I L s
XX Xig. % b X

3. Tomando la distancia entre cada uno de estos puntos, P, ,, P;
imaginamos que serian un triangulo, y calculamos la longitud del
segmento con la regla de pitagoras.

El segmento corresponde con la hipotenusa del triangulo
rectangulo formado por los dos puntos. y calculamos su longitud
con la regla de pitagoras, esta es:

PP = =)+ () = fx ) = () + (Ay)?

Por el teorema de valor medio, que existe un punto x;," entre X;y X, ; donde la

derivada de f(x), multiplicada por Ax; nosda Ay;: A f'( ] A
Ay = f'(xi*) Ax

4. Sumando la distancia de los segmentos, obtenemos un valor
aproximado a la longitud de la curva original reescribiendo la férmula de longitud de
los segmentos utilizando la derivada para reemplazar y. de la ecuacion tenemos:
n

E |Pf—1Pi| = E \/i -+ [f’[x,)]l Ax

i=1 i=1

5. Tomando Limite para, tomar infinitos segmentos cada vez mas pequefos, tenemos la
ecuacion, que, coincide con la de la integral definida.
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lim 3 VT + FGOT Ax = [ VT T [F (T dx

—> 0o
K i=1

Area de una superficie de revolucién

Una superficie de revolucion se forma cuando se hace girar una curva en tomo a una recta.
Tal superficie es la frontera lateral de un sdlido de revolucién del tipo analizado en las
secciones 0.2 y 6.3.

Se desea definir el drea de una superficie de revolucidn de tal manera que corresponda
con nuestra intuicion. Si el drea de la superficie es A. podemos imaginar que pintar la
superficie requeriria la misma cantidad de pintura que una regién plana con drea A.

Comencemos con algunas superficies simples. El drea superficial lateral de un cilindro
circular con radio r y altura h se toma como A = 27 rh porque puede imaginarse como si

[ | se cortara el cilindro para después desenrollarlo (como en la figura 1) para obtener un
A : : rectingulo con dimensiones 27rh y h.
| |
| |

corte h

De igual manera, podemos tomar un cono circular con base de radio r y de altura incli-
nada [, cortarlo a lo largo de la linea discontinua en la figura 2, y aplanarlo para formar un

2awr
FIGURA 1 W i T
L e
| B
|
5
k'
L
X
\ oo
A\ o
\ "
b 3 ol ‘l

FIGURA 2
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FIGURA 3

b) Banda de aproximacicn

FIGURA &

sector de un circuloe con radio [ y angulo central # = 27/l Sabemos que. en general, el
drea de un sector de un circulo con radio [ y dngulo 8 es /0 (véase el ejercicio 35 en la
seccidn 7.3) y, por tanto, en este caso es

(2
A=1r0= %1-(—?’) — qrl

Por ende, definimos el drea de la superficie lateral de un cono como A = 7rrl.

;Qué hay acerca de las superficies de revolucion méas complicadas? Si se sigue la estra-
tegia que se usd con la longitud de arco, podemos aproximar la curva original mediante un
polizgono. Cuando éste se hace girar en torno a un eje, crea una superficie mas simple cuya
drea superficial se aproxima al drea superficial real. 5i se toma un limite, podemos deter-
minar el area superficial exacta.

Entonces, la superficie de aproximacion consta de varias bandas, cada una formada al
hacer girar un segmento de recta en torno a un eje. Para hallar el drea superficial, cada una
de estas bandas puede ser considerada la porcidn de un cono circular, como se muestra en
la figura 3. El drea de la banda (o cono truncado) con una altura inclinada ! y radios supe-
rior e inferior r1 y r2, respectivamente, se encuentra al restar las dreas de los dos conos:

m A= 'f.l".rluj + !) = ’??‘f[!l-] = f?[{rl_ r]}.h + rgf]

Considerando los tridngulos semejantes se tiene

i _h+1
n r
que da
r]h = .ﬁ!] + r|ll o bien (rg — r]}i'[ = r].F

Si se sustituye esto en la ecuacion 1. se obtiene

A= awlnl + rl)

A=2aqrl

donde r = 3(r + r2) es el radio promedio de la banda.

Ahora aplicaremos esta formula a nuestra estrategia. Consideremos la superficie mos-
trada en la figura 4, que se obtiene al hacer girar la curva y = f(x), @ = x = b, en torno al
eje x, donde fes positiva y tiene una derivada continua. A fin de definir su drea superficial,
dividimos el intervalo [a, #] en n subintervalos con puntos extremos xg, x,...., X, € igual
ancho Ax, como se hizo para determinar la longitud de arco. Si y; = f{x;), entonces el punto
Pix: ;) estd sobre la curva. La porcidn de la superficie entre x;_; ¥ x; se aproxima al tomar
el segmento de recta P;_F;, y hacerlo girar en torno al gje x. El resultado es una banda con
altura inclinada { = | P; P| y radio promedio r = 3(¥i=1 + ¥:) de modo que, por la férmu-
la 2, su drea superficial es

r + ¥
Qﬂ—y'] i

5 | PP

Como en la demostracion del teorema 8.1.2, tenemos

|PeiPi] = VT [P GEIT Ax
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Yot

FIGURA 6

En la figura B e muestra la porcion de la esfera
cuya area superficial se caleulo en el ejemplo 1.

donde x¥ es algin nimero en [x;_,, x;]. Cuando A x es pequefio, tenemos y; = fx;) = f(x¥)
y también v, ;, = fix;_|) = f(x¥), puesto que f es continua. Por tanto,

2022 P b ~ 2 () VTF [FOOF Ax

y de este modo una aproximacion a lo que se considera el drea de la superficie de revolu-
cion completa es

3 22762 YT+ [FGIT Ax

Esta aproximacion al parecer mejora cuando n — % y, reconociendo a| 3| como una suma

de Riemann para la funcién g(x) = 27 f(x) /1 + [f'(x)]*, se tiene
lim % 2af(¥) VT + [FGIT Ax = [ 2af(0) VT + [T dx

Por tanto, en el caso donde f es positiva y tiene una derivada continua, el area superficial
de la superficie obtenida se define al hacer girar la curva y = f{x), a = x = b, en torno
al eje x como

[ s = ["2mf(0) VT + [PF dx

ﬂ m Lacurvay = +/4 — x2, —1 = x = 1 es un arco de la circunferencia
x* 4+ v? = 4. Encuentre el drea de la superficie obtenida al hacer girar este arco en torno
al eje x. (La superficie es una porcion de una esfera de radio 2. Véase la figura 6.)

SOLUCION Se tiene

dy 1 2y—1/2 X
;=T4__— .—_2 B —
Pt ilins Bl =

y, por tanto, por la férmula 5, el drea superficial es

s=("2 L+ (2 &
J=1 m\l dax

-1 : x!
=2z | JA=3F 1+ ——dx
2 [ A—T ———dx

J-1 4 =-x

Aq J_'I ldx = 47(2) = 87
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Paso a Paso:

1.

Suponemos que fes continua en [a, b] y derivable en
b).

Haciendo una particion del intervalo [a, b] en n
subintervalos de igual longitud, armamos subintervalos

i \ (a,
|
|
|
J—r—
donde vamos a definir poligonos de tipo cono A -
i :
|
145

LT ﬁx‘
truncado. (grafico) f\
Tomando un triangulo semejante para sacar de la E Y
férmula de area la longitud del cono: " s
{:.f'j — ||"|_]!|| = .f'|lr

Reescribimos el area del cono truncado como:
A=qglnl + rl) = 2q4qrl

Considerando que [esla longitud del segmento que obtenemos por rectificar el arco

de la funcion, tenemos que: [ = \P i—lPi~ y el radio del cono truncado va a ser la

altura de la funcion en un punto medio de este subintervalo, tenemos que:
" Yim1 T ¥ J TR, L
._ﬂflf’.-_..“.l | PicaPi| = /1 + [ f'(x¥)]* Ax
=

y
Dado que Ax es muy chico, y; =y, | = f(x]) entonces 2 f(x7) = y,.; Ty;y

reescribiendo toda la férmula tenemos:

2 f(x¥) 1 + [P Ax

Sumando las superficies de estos conos, tenemos una superficie aproximada a la de
la revolucion de f(x), y tomando limite para, tomar infinitos segmentos cada vez mas
pequefios, tenemos la ecuacion, que, coincide con la de la integral definida.

lim 3 22f(x¥) V1 + [FGOF Ax = | 22f(0) V1 + [ OF dx
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Volumen de un sadlido de revolucion

Procedemos de manera similar a las aplicaciones anteriores

Aproximando el recinto mediante rectangulos, si :
? . i se hacen girar g
los alrededor del eje x se obtienen cilindros de revol ; girar dichos rectangu

Elijamos rectangulos inscriptos ¥ consideremos en particular uno de ellos, aquel

Que tiene como longitud de la base el valor (x, - x '
el minimo de f en el subintervalo % . 1i%] -1 RO fonghud de: . e

El volumen del cifindro engendrado por este rectangulo esta dado por la fmula:
Vo= mw[mF(xn— %)
El ﬂvolurnen correspondiente al poligono inscripto considerado estd dado por la
suma 2 m[maF (tn ~ %= 4).

n=1

Por definicién, el volumen del sdlido de revolucion es
Ve "t
v [ UF ox

Otra explicacion:

Si se gira una figura plana comprendida
entre y=f(x),y=0,x=ayx=5>b
alrededor del eje X, podemos irnos
aproximando a la forma requerida del
solido si generamos discos o cilindros,
cada vez maés chicos:

Entonces, cuando tomamos un gran niimero de discos,

podemos considerar un disco infinitesimal y evaluar su
volumen (ver la siguiente figura) que sera evidentemente,
en el limite cuando Dx, — dx, pfix)*dx.

Si integramos en el intervalo [a, b], el volumen del s6lido
de revolucidn se obtiene por la formula:

Vv :wff(a:)ﬂdz
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Otra explicacion:

ANOWMEN de LD OUdo de UOLUCION
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NOWMNEN de LD OLIde de LEeVOLUCION

Paso a Paso: e ,
YA - 1= Fix) GRMRRSTRIE
1. Suponemos que f es continua en e
[a, b] y derivable en (a, b). Ij;
2. Haciendo una particion del L 1 -, DIECTOI
intervalo [a, b] en n subintervalos de |P] Rl RSl By
de igual longitud, armamos
subintervalos donde vamos a ~—
definir sélidos que seran Yy
cilindros, (grafico)
3. El volumen de estos cilindros sera:
2
DMz T, R AXa
Siendo Ax; el ancho de los segmentos que tomamos anteriormente.
Podemos reemplazar el RADIO por la altura de la funcién en un punto intermedio
dentro del segmento, para compensar por mas y por menos la diferencia de alturas.
AViz T [f0)% AXL
4. Al sumar los volumenes de los cilindros, obtendremos el volumen aproximado del
sélido de revolucién.
T "“"‘""’r; T Tt " T— - 2
V. L OV.
A A
5. tomando limite para, tomar infinitos cilindros de ancho cada vez mas pequeno,

tenemos la ecuacion, que, coincide con la de la integral definida.

V = lim z nf(x)’Ax = m f ) dx
=0 =1 a
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