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Funciones de varias variables

Funciones escalares

Funciones escalares de variables escalares.
Sus graficas son curvas en el plano.

y=/(x) R—I>R X f

Campos escalares

Funciones escalares de variable vectorial
Si es de R*"2 A R"1 su gréfica es una superficie en el espacio

V= f(xl-xZ""""" ...Tﬂ)
v=7(x)
21 . p XcR Pek

Funciones vectoriales

Funciones vectoriales de variable escalar
Describen curvas en el espacio/plano

4 V= []{\)
¥, = [5(x)
<
\_ .vm = .fm(r}
Y=F(x) R———R" XcR YCR"
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Campos vectoriales

Funciones vectoriales de variables vectoriales

Describen vectores situados en cada punto de un espacio: ej: campo magnético

V=[x Xy

vy, = fH(x.x,,

V= fm (.\'1._.‘(2,............

2020

X,) XcR" YcR"
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Conjuntos entornos y puntos

En R’ el entorno de un punto P,(x,,,)v de radio & es el conjunto de puntos ubicados en el interior de un

circulo de centro P, yradio &.

B(B6)={(r.0)/ 0 < (x5, + (=7, <&

Enriqgue Walter Philippeaux
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: 3 . .
De igual manera en R’ ¢l entorno de un punte M (x,.¥,.2,) v de radio & es el conjunto de puntos

ubicados en el interior de una esfera de centro M, y radio & .

E(M,.0)= %(.r._v.z].-’ 0< +J(.r— ) +(y—v,f +(z-2,) < é‘}

-~ &
f’ ——— \\
¢ - e N
LT Mg 0 Ty
(N f—
i\ -u___\__ _d__.-’
"“-.__l_d_d’
1
Tl
_.u}: Vo y
Q ! ’ >
] I’
I -
] f’
Xo /L 3
x
Definiciones

Un entorno de un punto es reducido cuando se excluye su centro.
El punto perteneciente a un conjunto es un punto interior del mismo, si existe un entorno
Suyo cuyos puntos pertenecen todos a dicho conjunto.

e Un punto no perteneciente a un conjunto es un punto exterior si existe un entorno suyo en
donde ninguno de sus puntos pertenece a dicho conjunto.

e Un punto perteneciente o no al conjunto es un punto frontera si no es interior ni exterior. Es
decir que en un entorno suyo hay puntos que pertenecen al conjunto y otros que no
pertenecen.

e Un punto P perteneciente o no a un conjunto es un punto de acumulacion si en todo entorno
reducido suyo hay algun punto de dicho conjunto, distintos de P.

e Un punto perteneciente a un conjunto es un punto aislado si en un entorno reducido suyo
ninguno de sus puntos pertenecen a dicho conjunto.

e La frontera de un conjunto esta formada por la totalidad de los puntos frontera de dicho
conjunto.

El conjunto abierto es el que esta formado s6lo por los puntos interiores.

El conjunto cerrado es el que contiene también a la frontera.

Un conjunto es conexo si dos de sus puntos pueden ser unidos por alguna poligonal
integramente contenida en el conjunto.

e Un conjunto es simplemente conexo cuando cualquier poligonal cerrada trazada en él,
puede reducirse a un punto, por deformacion continua sin salirse del conjunto.

Conjunto conexo Conjunto simplemente conexo Conjunto no conexo

&) (0]
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Dominio

Definimos como Dominio de existencia de una funcion, al conjunto de pares de valores de (x,y) para
los que esta definida la funcion z = f(x.y).

A cada par de valores de “x e y” le corresponde un punto en el plano 0Oxy, el conjunto de estos puntos se
denomina Dominio de la funcion. v,

vl z=f(xy) o  z=f(P)

| e
L

0 R x
. . . . . 2
El Dominio es un subconjunto del producto cartesiano RxR. es decir D, — R™.

Definiciones

e Frontera de un Dominio es la linea que limita al mismo. Y los puntos del Dominio que no
pertenecen a la Frontera se denominan puntos interiores del Dominio.
Dominio abierto es el que esta formado solo por puntos interiores.
Dominio cerrado es el que incluye también los puntos de la frontera.
Un dominio es acotado si existe una magnitud constante C tal que |OP| < C . Siendo OP la
distancia entre el origen de coordenadas y todo punto P del dominio.

Imagen

Imagen o Rango de la funcién = = f(x.1) es el conjunto de valores que toma “z” para todos los

puntos que conforman el dominio. Es un subconjunto de los nimeros reales, es decir /, < R.

Superficie en el espacio

Si1 por cada punto (x, y) del domimio D trazamos una
perpendicular al plano Oxy, y tomamos un segmento de
longitud 1gual a f(x.v) obtendremos en el espacio un
punto M (x.v.z2).
El lugar geométrico de todos los puntos M que satisfacen a
La funcién =z = f(x.y) se llama grafica de dicha funcion.
Una funcién de dos variables independientes nos
v define una SUPERFICIE EN EL ESPACIO.

La proyeccion de dicha superficie sobre el plano Oxy es el

dominio de la funcion.

Cada recta perpendicular al plano 0xy que pasa por un punto
I del dominio corta a la superficie z = f(x.») en un solo punto.

v
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Lineas de nivel

Lineas o Curvas de Nivel de una superficie =z = f(x.y), es el conjunto de todos los puntos (x,y) en los
que la funcion toma el mismo valor.

Es decir que es la proyeccion, sobre el plano Oxy, de la interseccion entre la superficie y un plano
paralelo al Oxv.

Ejemplo:
Dada la fincién z = x* + y”. Las Lineas de Nivel de esta superficie estan representadas por la

” 2, .2 :

ecuacion: X~ +y° =} siendo C una constante.

En este ejemplo, las Lineas de Nivel z
f

son circunferencias de radio R =+ C
y centro en el origen de coordenas.

Superficies de nivel

En el caso de una funcién de tres variables independientes podemos definir:

Superficies de Nivel de una funcion u = f(x,y,z), es el conjunto de todos los puntos (x,y,z) en los
que la funcion toma el mismo valor.

Cada una de estas superficies esta dada por la ecuacion f(x,y,z)=C.

S1 por ejemplo u = f(x, y,z)nos representa la temperatura en cada punto del dominio. f(x,y.z)=C

indicara un conjunto de puntos en los que la temperatura tiene el mismo valor y que forman una
superficie en el espacio de coordenadas Oxy:.

Enrique Walter Philippeaux Pagina 9
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Incremento total y parcial de una funcion

2 2 2 2 I;-_-V/_-_)
AS = \/(‘ —x5)" + (¥ —¥,)° AS = Ax" + Ay~ Ax

Si analizamos la curva MN formada por la interseccion de la superficie =z = f(x.v) y el plano y = cte.
vemos que al desplazarnos a lo largo de la misma, Z variara solo en funcion de x.
Si incrementamos a la variable independiente x en Ax = PF, = MN, obtendremos el

Incremento Parcial de 7 respecto de x (es el segmento NV, de la figura):
Az=f(x+Av.y)—f(x.v)

De igual manera, considerando a x =cte. y dando a y un incremento Ay = PP, = M7, obtendremos el

Incremento Parcial de 7 respecto de y (que es el segmento E de la figura):
Az =y + &)= F(x.3)

S1 incrementamos simultaneamente a X en AX y a y en Ay obtendremos el
Incremento Total de la funcién (segmento Q—Q1 de la figura):

Az = fx+Av. v+ Av)— f(x.v)
De forma similar se pueden determinar los incrementos de funciones con un mayor numero de
variables.

Enrique Walter Philippeaux Pagina 10
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Limites
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Limites dobles o simultaneos

Es la Unica manera (exceptuando resolucién por definicién de limite) de asegurar la existencia de
este en un punto de la funcion.

N

8 ) ‘\%;/Pg(xc\\m) Lwe : i - £ 1 limiten SinPie
r Tove ses | oer s

x—> X0

Limites sucesivos o iterados

Limites radiales

Limites Radial
Consiste en ;[0[]18.1‘ limite siguiendo las trayectorias del haz de rectas que pasan por el punto P, (x,, v,) "
3

y

Vo Y=y, =m(x—x,)

0 X, x
Si el limite asi calculado da un resultado que es funcion de m significa que tendra un limite distinto

para cada trayectoria, por lo tanto la funcién. en este caso, no tiene limite.
Resolvamos el ejemplo anterior por este método:

X =0
2xy .
m % Y, =0 la trayectoria es: y=mx
(ry)—=(0.0) 357 — v
2xy 2xanx 2m

lim ———= lim =
=000 3y —y* 03y —(mx)* 3—m’

El resultado es funcion de m ., tendra un valor distinto para cada trayectoria, por lo tanto la funcion no
tiene limite en (0.0) . Por ejemplo:

Para m=1 ellimitees f(x.v)=1

Para m=2 ellimitees f(x.y)=—4 etc.

Enrique Walter Philippeaux Péagina 12
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Continuidad

Sea la funcion z = f(x, y) definida en un dominio Dy F,(x,.1,) esun punto de acumulacion del

dominio, decimos que dicha funcion es continua en ese punto F,(x,.v,) sise verifica que:

lim f(x.y) = /(%o o)

¥

Lo que incluye tres condiciones basicas:

1- Que el limite existe para P(x.v) — F,(x,.v,)
2- Que la funcion esta definida en F, (x,.1,)
3- Que el limite de la funcion es igual al valor de la funcién en B, (x,.1,)-
A una funcion que es continua en cada punto de un dominio, se le llama continua en este dominio.

El significado practico de continuidad es que si el punto P(x,y) se desplaza una distancia

suficientemente pequeia. el valor de la funcion variara también en una magnitud pequefia. En una
funcion continua, su grafica, es una superficie sin agujeros ni grietas.

Si la igualdad no se cumple en algun punto, a éste se le llama punto de discontinuidad de la funcion.

De igual forma se define continuidad de funciones de mas de dos variables independientes.

Sino existe el limite la discontinuidad se denomina esencial.

Si existe el limite doble pero la funcion no es continua entonces la discontinuidad es evitable.

Discontinuidad Evitable

Se presenta cuando existe el limite doble en un punto pero la funcién no es continua.

Desde el punto de vista grafico la funcién presenta un agujero en el punto de discontinuidad evitable.
Esta discontinuidad se puede evitar y transformar en continua a la funcién redefiniendo, dandole a la
funcion el valor del limite en el punto.

Enrique Walter Philippeaux Pagina 13
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Derivadas parciales

Funcién Derivable

Una funcion de varias variables independientes, se dice que es derivable en un punto si sus derivadas
parciales son unicas y finitas en ese punto, en cuyo caso, al igual que en funciones de una sola variable
independiente, la funciones derivadas son continuas en ese punto.

Interpretacion Gréfica

Consideremos la funcion = = f(x.y) representada en el grafico adjunto.

of (x.7)

Veamos la interpretacion grafica de la . Para ello tracemos el plano x = cte.. la interseccion de

éste con la superficie nos determina la curva MT .

Al punto P(x.y) del plano Oxy le corresponde el punto M (x.y.z) de la superficie z = f(x.y).

B
"tg w.a- '\.)"\);' ﬂ@
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Derivadas parciales sucesivas

o T %) o Szgfi“i 93 e

s | Tzi*w _\\.‘l.,‘
G oo LR LT
_|At | T—{ o

—d*f&* L

”

Y asi siempre que existan las derivadas correspondientes, se puede seguir derivando en forma sucesiva.
De igual manera se definen las derivadas parciales sucesivas de funciones con un mayor nimero de
variables independientes.

Estas derivadas parciales sucesivas no son todas distintas entre si. pues: Si las derivadas parciales
sucesivas a calcular son continuas, el orden de derivacion no altera la derivada, siempre que la
cantidad de veces que se derive respecto a cada variable sea la misma.

En base a ello resulta:

P 8%z
3ox  Oxdy

&z &’z &z
aox’  oxdyex | axldy

o P oz
@,Eax - Svexcy - arg__»vﬁ

Teorema de Schwarz

Dada la funcion = = f(x. v)definida en un dominio D, tiene derivadas parciales continuas en un
entorno del punto P(x.v)interior al dominio, enfonces en ese punto se verifica que:

, S e ) 0’z _ 0z
fxy(x,})—fﬁ( .¥) 0 dyéx  xdy

Enrique Walter Philippeaux Péagina 15
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Demostracion

Analicemos la expresion:

A=fx+Av.v+Ay)— f(x+Ax. ) — f(x. v+ Av) + f(x. ) (1)

a) Expresemos la (1) de la siguiente manera:
A=f(x+Av.v+AY)— f(x+Ax.v)— [f(.\‘. v+AY)— f(.\‘.‘l‘)]

A los dos primeros términos se los puede considerar como la diferencia entre dos valores de una
funcion de una sola variable y ( x permanece constante) y le aplicamos el Teorema del Valor Medio.

Hacemos lo mismo con los dos ultimos términos y obtenemos:
A= f;{_l' + Ax, v, ) Ay —_f;(_r, v Ay para y<y <y+Ay
A=[fi(x+axy) - fi(x0) Ay

Apliquemos nuevamente el Teorema del Valor Medio:

A= [ (x. ) AvAy (2) para { x<x, <x+Ax

yEnsy+dy
b) Ahora expresemos la (1) de la siguiente manera:

A= fx+ A v+ A — fx. v+ M) = [f(x + Ax. v) = f(x. )]
Aplicando a esta ultima expresion el Teorema del Valor Medio obtendremos:

A= fl(x,.v+A)Ay— f/(x,.v)Ax para x<x, £x+Ax

A=[f!(eyy+Ay) = fl(x.0)|Ax

Apliquemos nuevamente el Teorema del Valor Medio:

A= fx; (x5 3, )AxAY (3) para x<x, <x+Ax
VEy, Sy+Ay

Las expresiones (2) y (3) obtenidas en (a) y (b) respectivamente son iguales a A . por lo tanto:

f ;; (x5, ¥,)AxAy = f }:- (27, vy )AxAy

fx; (xy.3,) = f\:-(-"'r_"ﬁ)

Enrique Walter Philippeaux Pagina 16



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Tomamos limite para Ax — 0 y Ay — 0, en ambos miembros:

ELHO fx; (x,,7,)= ,ﬂliglo f;(-"le."l)
4y—0 Ay—0

Y finalmente resulta:

Jo(x.3) =1 (x.»)
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Diferencial

Aplicacién: calculo de errores, célculos aproximados.

Incremento total
Dada la funcion = = f(x, v). recordemos que su incremento total es:
Az = f(x+Ax, v+ Ay)— f(x,y)

a veces no es conveniente evaluar de esta forma ya que puede resultar muy complicado el calculo.

Az =fx'(xl..1-'+i\_1-')ﬁx‘+fl\f(x..1‘1 )Av para X<x, Sx+Ax
yEy Sy+Ay

VA
A I P
nr ahs
P
L
L .
o' «x X, X+ Ax x

Pero por hipétesis la funcion es continua y tiene derivadas parciales también continuas, por lo tanto:

lm G+ ) = k) = Fllny+ M) = flx.0) +4,

Ay—0

An
Ay—0

: o . _ r . . ’ " . _ ' .

lim £7(x.7,) = £7(x.7) = FiGey) = flxy) + &,
Dadoque x=x; =x+Ax e y=y =y+Ay.entonces x; »>x e 3, =y cuando Ax -0 y
Ay — 0 respectivamente.

Y también & -0 vy & —0 cuando Avx—0 y Ay — 0 (es decir cuando AS —0).

De esta manera el incremento total es un infinit€simo compuesto:

Az = fl(x. VA +f (2. V) AV + £ Ax + £, Ay Incremento Total

Los dos ultimos términos nos representan un infinitesimal de orden superior respecto de AS'.
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Diferencial total

Cuando en el incremento total despreciamos los infinitésimos:
Podemos indicar la siguiente igualdad aproximada:

Az ==

Los incrementos Ax v Ay de las variables independientes se llaman diferenciales de las variables
independiente x e y, y se los designan dx y dy respectivamente:

dz = f(x, y)dx+ f,(x,y)dy Diferencial Total

Tambien se suele expresar:

oz Oz
dx +—

ox oy

dz =

dy

Diferenciales parciales

Si todas las variables independientes se consideran como constantes menos una de ellas. por ejemplo
x,. el diferencial que resulta se llama Diferencial Parcial de la funcion respecto a esa variable x,. y se

lo indica:

d,y= P i,

ox,

Este Diferencial Parcial expresa aproximadamente la variacion de la funcion causada por el
incremento Ax; = dx; de la variable independiente x,. mientras que el Diferencial Total dy expresa

aproximadamente la variacion de la funcion causada por las variaciones dx,.dx,...........dx, de todas las

variables independientes. Puede observarse que el Diferencial Total es la suma de los Diferenciales
Parciales.

Diferenciabilidad

Puedo aproximar a F(x,y) con un plano:
- Sifesdiferenciable en A, f es continua en A
- Silas derivadas parciales de primer orden son continuas en un entorno de A, entonces f es
diferenciable.
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Diferencial de orden superior

Sy - FOAY) 25 COMINUS Y S0S deTia®B s RBCIAS tTawwien (0soN- E)
QIE TOW) - d2: XS 2N QY - COMSIARTAMS @ X~y (XNO
NAMIRBIES IORORNNEOTS , eioNCeS dx A &Y o0 Consiantes . SuPondie.

MOS Gue las dParcales de P orden SO0 commtwd) . Direrentiando
Dit.de 1 orden.  d(d?)-A*z= dj 1‘»@\ X d (z'w.dﬂ o

Pz Sfr' X ax vaiExl oy
\"_f,':ﬂ;\omq ce 188 v tndefengentes X aY
dltal. Thadx + Uxy.dy @ }tmvafﬁo\oam Obiendreuns, |
TN Tyx.ax & E'yy oy &y

L;: Q- {I\lmdptln)w +YL“\7\-C.\D\ 3 Zu\” d\‘ d\‘

S0 T AN O + Sy Y '\ A?
@Dy * 1y Ay
¥ Son 1 Qusies

AR 2@ +2 A Oy + 2%y MY DifFerencial ce X° orden
N y - S e R

2 \ { \:2]
A’z (7_x O 4 1y.d\1)

L0000 enisien 1S (orresStonaeMmes derivadas Satiales | SR Puade
SeQUIT IFSerUANID SN FONND HRESIWNG  6—
DIf.TOIa\_ce ¥ Oraew-

322 2 T @2+ BBy A% + D Ty Oxa?y + Ty A%y
EN QeNeRR) - [“]’73,@\@ el otden de et Yacasbn P 1as S.
L ; ' | Baroaes \efonerie oe los g erencele
2 % A & aQ a IS - .
d'z (:L L \l) ToRpien Warco R 103PIs Bt Simad\
= TRIANGULD DE TAQTAGURAS ARl DINDNMNO L 30D €1 N0 de tenminch
ANV UL Queend¥d & cRRIOID N SO MO G expresin
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Plano tangente

z4 Recta Normal

Plano Tangente

Plano
Superficie

Recta Normal

Analogamente la recta mterseccion entre €l plano dado y ¢l plano y = y, es la recta:

of (xy.,)

z—gp=—(x—xp)

a-x_
Que es la recta tangente a la superficie z = f(x.¥) en el punto M(x,.V,.2,) en la direccion del eje Ox.
Por lo tanto el plano definido es <] Plano tangente a la superficie z = f(x.y) en el punto M (x,.¥,.2,)

Z—Zyp (x—xp)+ (=) Plano Tangente

- - =af{xo-f’"u)
&

9f (x4. ¥g)
By

La Recta Normal a la superficie en el punto M(x;.1,.2,) es:

X—x V—¥ I—z }
g = Y=o = g Recta Normal

O (x.30) (X 00) 1

o ov
—w — w | Son los niimeros directores de la Recta Normal.
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Derivacion func. compuestas

Supongamos que en la funcidn escalar de variable vectorial:

z=f(x,y) (1) R*—>R

x e y son funciones vectoriales de variable vectonal cuyas variables independientes son u y »:

x=¢’|(uav)
(2) R*—2R*

Y =@, (u,v)
Es decir que £ es una Funciéon Compuesta de las variables independientes u y v.
Las variables x e y reciben el nombre de variables intermedias.
Podemos expresar a £ en funcidn de las variables independientes w y
z=flp )0, 7)) 3) R*—215 R

é c . : : . . .
Caleularemos — v Tz a partir de las funciones (1) y (2). sin necesidad de recurrir a la funcidn (3).

—

A 3 QU Dy M

Te FOOND SIOMIBE O INtfamenisdd Ven W (A=Ce)

3 .3 .24 . ¢

Y Jax v Fy 9

T e P

Q—Q%cl@ A (ADERA -5 Rece Gee 28T P Yo derivacidn
de FONTACNRS CON MRYOT N ) e
vafiabies.

9L . 2. .3x + v .Y 4

e e e Mol M_~ia
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Derivacion func. implicitas

Teorema de existencia y derivabilidad de funciones implicitas

S QN =0 » @FINog en Lertio domini® Goe (oM e 3t P1v (xe, Yo)
N Se verifhi@ o G (xoNoY=O
or G'x n Gy 2EXSIEO Y SO0 CoNTinual
!
) Y +0
Byl

Caso 1

Sea la funcién g(x,y)=0 R =R (1)
Que define implicitamente a la funcidn:

y=fx) R—'>R (2)

Calcularemos la derivada de la funcién (2). es decir d—l . a partir de la Funcion Implicita (1).
x

‘g
dy _ ox
dx og

é.‘}:-

Oor

£ 20

oy

Debiendo comprobarse como condicién que
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Caso 2
Sea la funcidn g(x.y.z)=0 R =R (1)

Que define implicitamente a la funcion:

z= f(x.y) R*—L 3R )

Calcularemos las derivadas de la funcion (2). es decir %Z v % a partir de la Funcion Implicita (1).

De igual manera para dz/dy

Caso 3
Sea el sistema de funciones: | g,(x.y.z)=0
(1)
&, (x.y.2)=0
Que define implicitamente a las funciones:
y=5h)
R—R? (2)
z=f(0)

Calecularemos las derivadas de las funciones (2). es decir j—y v j—z, a partir de la Funcién Implicita (1).
x

5§1ﬁ+5§1ﬂ+a“31£=@
Ox dx &y dx &z dx
08, dx 08, dv , 08, dz _
ox dx v dx Oz dx
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: ax L
Teniendo en cuenta que — =1 y reordenando términos obtendremos:

v dx Oz dx ax
og, fh’+5gz dz _ 0g,
oy dx Oz dx ox

dy  dz

Nos queda formado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas Ld—” v I ). pues las
x

X

derivadas parciales de las funciones g, y g, pueden ser calculadas utilizando las Funciones Implicitas

%Jlojrélenms resolver este sistema aplicando la Regla de Cramer:
cg, &g og, &g og,  og og, g
o | (e e 2 oy o
og, 98 og, 98 g g g, 98
d | o & o & - lov & | &
dx %, % % % dx og,  ég o g1 %
oy or oy oz & | | &
og, Og, og, ©Og; dg, og, og, 0g,
&y &z &y o ENGs &y &

Determinante jacobiano

Este Determinante Jacobiano es el determinante que esta formado por las derivadas parciales
de las funciones cuyas filas estan definidas por las funciones y sus columnas por las
variables con respecto a las que se derivan estas funciones.

% %
oy oz |_ [Sl-gz]zaf&-g:)
og, 0Ogy J Y.z é(y.z)
oy oz

S1 este determinante no se anula. entonces el sistema de ecuaciones tiene solucidn tinica.

Podemos utilizar una notacion similar para los otros jacobianos:

og, ¢%g _ % 9% _ _
s = '231-31]26(31-33) ay o - J [31-32]=a(§1-33}
gy 68| Y xz &(x.z) g, o) Y\ yx d(y.x)
ox oz cy )
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Caso 4
Sea ¢l sistema de funciones: | g(x,y.u,v)=0
(1)
g_'.‘ (x,y,u_.,v) = U
Que define implicitamente a las funciones:
u=f(x,y)
R*——R* (2)
v=fy(xy)

: : . Ou éu odv ov . .
Debemos calcular las derivadas de las funciones (2), es decir —. r —. a partir de la Funcién

oy ox ~ oy
Implicita (1).
eglﬁ_'_a&ﬂ_'_a&ﬁ_'_aglﬁ:{}
éx dx Ovdx Oudx Ov ox
g, ﬁJragz ﬁ+532@+531@=
éx dx Oy dv Ou dx Ov &
. dx dy ..
Teniendo en cuenta que T l v d_ =0, y reordenando términos obtendremos:
x x

g 0u_ 0210v_ %8
cu ox Ov ox ox
eg, 51_*‘_'_552 ov _ og,

ci o ov oy o

~

. : L cu
Nos queda formado un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (— v

Av

). pues las derivadas

parciales de las funciones g; v g, pueden ser calculadas utilizando las Funciones Implicitas (17).

A A A A
_ o8 & o8 08
dx  ov dx  ov :
_Og, 08, og, Og, ] {31532 J
'.-\‘I - t. "
cu | ox  ov| _ |dx ov cu X5 ¥
ox g g g Og ax ] £1:8>
du v ou ov * u,v
A A 2 2
g, C&» CE2 08
cu  ov du  Ov
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% _%| |%& %8

cu ox ou  ox

g, _agz g, 0% J [gl"g'?)
v _lou  ax|_ louw o - wv_ T lux)
o |om | | % ox J[gngz]

ou  ov cu  ov u,v

aﬁﬂ Bgl g, 0g

ou ov cu ov

Se repite el mismo proceso para du/dy y dv/dy

Derivada direccional

Consideremos la funcidn z = f(x.y) definida en un dominio D que contiene al punto P(x.y). Por este

punto tracemos un vector S que forma con €l ¢je Ox un angulo y.

Tomemos otro punto B, (x + Ax. y+ Ay) sobre la direccion del mismo vector S a una distancia AS de
su origen. Yy

AS = JAx® + AY?

y+Ay

¥
3 x
7y SO, R e o N
o, B0 e i K A S 08 T ST s Y2
| I‘ ; : _,,‘ . : { —
il | i B :__.1‘---1_2..‘*'
Ay élzdécosq+d_,2:m Exe
AS X gy
B L 2
N ﬁ‘__- s
e e
X N
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En R3:
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\ >~ f : . LY - { % S o -
5 \ 2 X Q - Cos =i ™ T L Q 2EeN o
Tt SRR we K SSia ¥ it e
- N . S~ - OSSa e
\p—
5 AL A "y A -
5 <
/ . o i A S e o,
- L -« | “ ,k} i ( @b . (\ oS = 2
7 > 7 oA - -
—— e
— o AL
S - - )
N I = ‘\n
— anye€ g 4+ &X .
Co raave - e docec o
o ’ ~ -

f P |
> ol o
El vector gradiente apunta siempre en la direccién de maximo crecimiento.
. » F Cae]

El valor de la pendiente maxima es:

Propiedades

1. Laderivada de Z=F(x,y) en P(x,y) segun la direccion a es igual al producto escalar del
vector gradiente de esta funcién en P por el vector unitario So correspondiente a esa
direccion (proyeccién del gradiente sobre So)

Sh [b” oY) = Tr.N0 - 192, ) S0l .05 ¢ DewCH 1 (andase
r— — J Qe La poreciond
Y Como \SOV=) = FPybaiv)=192]1 Cos QY™ e iqual dia poye-
' CUOn Qe 72 @p el
VECISK So
2. El vector gradiente es normal a larecta tangente alalinea de nivel en el punto

considerado.
“En cada punto P(x.y) el vector Gradiente esta dirigido segiin la Normal en ese punto a la

Linea de Nivel de la superficie z = f(x.y) ".
En efecto. consideremos que en el punto P(x,y) la funcién z = f(x.¥) toma el valor h.

grad f(x, y)
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“La derivada de la funcion , en el punto P(x,v), en la direccion de la recta tangente a la
Linea de Nivel en dicho punto, es igual a cero”.

En efecto, recordemos la igualdad (1):
fiy)=|grad f(x.y)|cos@

S1 caleulamos la derivada en la direccion de la recta tangente a la Linea de Nivel sera:

T

. T
@ = 2 es decir cos— =10 por lo tanto resulta:

fxy)=0
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Polinomio de Taylor

Foamn %\mw\ca. .
Wt
Por = Z tr‘ ) (0iNo) . kDY (x0:Y0)- m] + 2

L] - Orden dedervacicn §!1as derivadas rsiel yexporenie Pé’@ leN
0Cmenos Mk y Ay Temem an oeia \_“()\o No) & + £4(xo, vo\m] = P (reiVo)

¥ Olal
TOIMUIa A0 Maiaurin - & \@ Toimuia de Taylor P el & (AeNo)= (0:0)

(e = PO+ (09 14 My (O0Y 47‘/ \C“ (0:0).X"% 2 [y 0O xy ¥ (54(0i0) Y ]-\ 5]

Maclaurin (a = 0)

Enrique Walter Philippeaux Péagina 31



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Extremos relativos

Dada la funcién z = f(x,¥) podemos definir sus maximos y minimos de la siguiente forma:
Af =[xy + Ax. yy + Ay) = f(xp.0)

S1 para todo meremento suficientemente pequefio de las variables independientes resulta A/ < 0. la

funcién tiene un Maximo Relativo (o Local) en el punto F,(x,,y,).

Y st para todo incremento suficientemente pequeiio de las variables independientes resulta Af >0, la

funecién tiene un Minimo Relativo (o Local) en el punto Fj(x,, ¥ ).

Punto de ensilladura

R o i

Hay L\gggs en doncde SlguNos Punins Se anuian Ss cerivadah fR((aie

Y N0 SON_exeueS . LoS NamdnaoS PUNio de EnSINAANE .
Los Qumos donde oS dRorodies se Shuian Se hawan Pumos (ri-Hcds

e Que s 18 funiiOn tene. QN ST puece olo esTaf €n € Pe

Condicioén suficiente

Sea Z=f(x,y) continua y con derivadas parciales continuas en un dominio que comprende a
Po(Xo,Y0)

considerandolo como un punto critico (las derivadas parciales en ese punto son igual a 0). La funcion
tendra o n6 un extremo relatlvo

ST : R NI AT B AN A - NN AR At AN e NS NTT LD NN NS, N INGLE, VLY

HOoNo)» Pwxlg - Tyyleg V\‘M 1

— HoN0) 2O A %], <O = MANMMO ReATVO en Polxoie)
> HOONG YO A P00 D0 = MiNIMO 2€\ATVO, en TelxeiVo)
= H(MON0) <O =Punt0 de eniiddute 'en Tolxono)
_; W6 Y0)=0 = unto de Intert dumiore
(m\lo] Tvleo Pl ]_; Pese e NomMore e wesSiand N o
Bl Tile]  Side escrigic ©f  TOIma Ao doiminanio
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Demostracion

OSISCICD < \a formuld ce Tayer POId =2 de z=PUN) Se eapEs®
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R e
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@ by -3¢0 Puo0 —>Punio de ENSIttADURR

N0 TN M AENMNC 0 PRICHERGS . BF Counnio @l SIGR0 &) INUFamentaT en
UAC L 0T dWecd® Sy wociemenidwet p=0 fesord:
L&; &S" bt 2200 — 12 Tonute cae

S SeERmenewss en Y- g (- P“) fesuin ._t\y: s §((~»« ?W"‘rﬂ%ﬂ?}-xm(c

Fax

1D BN
G| by - P40 DondQ\ NOYDY Exisaisso en Sl 10 oo

© ( Py- $o) €0 P =0 emoes fxy 40 v Suronouss Gue [ =0

A - %3'—2— (2 Fxy.(os \p.Qen‘ew‘@nSGﬂ“P) + 22

AF = % Senip (20xy o5+ Dy Seap) 4 no [ POTO YOOI PeQuenot de
[ ek (om-(FQ+ Byyeng) (oS
del Pc\en\é‘ § S SING: S0 Yy 5 M
enwnic 2N [WHd de Signo i Homdr 3 2Py

ANRYor omepr Que cerd , Tomando Un DS Pequend

Pare Que B2 noiagluyaeneiretoltado , E1Siane de A Yo & dependerdel §IGNO
e\ (LD FUNON NO TIRNR es8enD)

@' [Famfy-1)) =0 a5t vor eiewpo 40

A - p;g‘l ( { Pxn (o @+ Bxy %Qﬂ‘?)z}h andD Rerewemanas  en \a difeaion de
2, Cxn . &Lﬁq\ ) Turs Bp=2a

ES €1 Rnnnd conmPereiainc de 13 £ de T 10T QU0 NDIor Y SN0 Eanommd)
N ImPide deermmingr 91 WY QN6 exrrws

Enrique Walter Philippeaux Péagina 34



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Uso practico

1- Se determinan los puntos Criticos (Condicion Necesaria)

of (x,7)
o =0 (2, 3)
Se determinan las raices - Puntos Criticos
[.-)f ("""--" .-F) _ (] -< (19
oy
\“ {xﬂ .""vl.'l }

2- Se analiza el signo del Hessiano para cada uno de los Puntos Criticos

p
> (0 hay un Extremo

& f(x,.y) & f(x.»)
H(x..v.)= ox” Cyox =< < ( no hay extremo (hay Punto de Ensilladura
l:: t I:I Elf(lr 1;:} Elf('l':..'l-’l) -< i ( } ; }
cycx c"_}':

= 0 nada puede asegurarse
L e

3- En los puntos (x,,y,) donde resulta /, > 0 se determina el tipo de Extremo analizando

~7 e
a2 32
f, o)

- - 3

ox cy”

el signo de: (cuando hay Extremo ambas tienen el mismo signo)

<0 hay un Maximo
Ej.f(-rs‘l";‘) 0 az.'-"‘-(:{:'‘-}::')I

-

2 2
ox” ay”

> 0 hay un Minimo

4- Si se desea conocer la coordenada z; del Extremo obtenido, obtenemos el valor de la

funcion en el punto (x,.y,) correspondiente.
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Extremos Condicionados

Uso practico: optimizacién

L2 I L 1 S By
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Uso practico

Para determunar los posibles extremos de la funcion:

z=f(xy) (1)
Que cumplan con la condicion:
@(x,y) =0 (2)

Se plantea la Funcion Auxiliar de Lagrange:

F(x.y.2)= f(x.y)+ Lo(x.y) (7)

Luego se igualan a cero sus derivadas parciales con respecto a x, y. A:

(o
—=0
ox
F

< —=0 ®)

oV
L e p(ry)=0
oA

Finalmente se resuelve este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.
(Un método coman y mas utilizado es despejar lambda de las primeras ecuaciones.)

Este método puede ser aplicado en el estudio de Extremos condicionados de una funcién de “n”
variables relacionadas mediante “m™ ecuaciones de condicidn. Debiendo ser m<n.

Sea en general calcular los Extremos de la funcion:

V= (X s e X, ) (17)
Que cumpla con las condiciones:
p
T 5 T SRR x,)=0
@y (X X g s e x,)=0

< .

u

(27)

@, (X7 X s e, x,)=0
W

Se plantea la Funcion Auxiliar de Lagrange:
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Integrales Multiples

Integrales Dobles . S 1)

Lo que hacemos es dividir al intervalo [a,b] en n
partes y [c,d] en m partes.
El area del rectangulo Rij es el producto de estas

partes de los intervalos. 4
L ) ) . . _ : B : Lo ¥
ﬂn:‘ =X =X y &J'; =Y, =¥V
jJﬁlr P = 'lrg 'i'.:]'.'L i Figura 2b
| !

Usando lo que se llama Suma de Riemann
tenemos que:

)\
X
\
1 \
Ry Fx.95)

n n
2.2 (. y,)Ad,
j=1 i=1
Cada término de esta suma es el volumen de un solido de base A4, y altura f(x,,y,) v el valor de
esta suma es el volumen de un cuerpo.

Tomando limite de esa sumatoria, con m y n que tienden a infinito, tendremos el volumen generado
por la funcién en el rectangulo {[a,b],[c,d]}

[ /Genda= Tim 337,004, [[ . fGemda= [ f(xy)dxdy

mamAd—0 j=1 i=1

Calculo

Cuando calculamos integrales se hace por medio de integrales iteradas o sucesivas
es decir, primero integraremos en una direccion y luego en otra.

R = [ﬂj;]x [;_ (,-’] de la Ficura 1b: Pararectangulos es muy sencillo, pero cuando son
formas méas complejas se hace de la siguiente manera,

B sd
IR — J | I fﬁ 1_-)0?1_-  teneren cuenta, que deberiamos elegir la variable a
ﬂl_ c ’ ’ integrar seguiin no nos obligue a dividir el intervalo.
Tomamos como limite de integracion primero: una

,
.‘ funcion que demarque el limite superior de esta sup,
T R y=0,() luego otra que demarque el limite inferior de esta.
P Hacemos el primer integrando.
D Figura 7 LUEQO tomamos como limites la extension de esta
area en el otro eje: X1y X2, y resolviendo el segundo
N T integrando, tendremos la integral resuelta.
i|o T

- .[ .[ D S (x, v)dxdy =I: di'[;;j J(x, v)dy
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Propiedades

1. LaIntegral Doble de la suma de dos funciones, extendida en un dominio D, es igual a la suma
de las Integrales Dobles extendidas en dicho dominio de cada una de las dos funciones.

LA G+ £oGrardy=[] fiGx v+ [[ £, (x vy

2. El factor constante se puede extraer fuera del signo de Integral Doble.

”D c.f(x,v)dxdy= c*.”ﬂ f(x,v)dxdy ¢ = constante

3. Si el dominio D est& dividido en dos dominios parciales D1 y D2, sin poseer puntos interiores
comunes y f (X, y) es continua en todos los puntos del dominio D entonces:
J" ‘k

HD f(x,v)dxdy= HD J(x,v)dxdv+ HDﬁ J(x.v)dxdy

D Figura 10
0 X

Esta propiedad es valida también para un mayor nimero de divisiones del dominio.
4. Sifl(x,y) >=f2(x,y) en todos los puntos del dominio D, tendremos que:

[Ip e vaxar= [ £ vy

5. Sif(x,y) =1 entodo el dominio D, entonces la Integral Doble de la funcién f(x,y) extendida en
el dominio D nos da el area de dicho dominio.

A, = ”D ldxdy siendo Ap el Area del dominio D A, = ”D dxdy

6. SiC1ly C2 son dos constantes tal que C1 <= f(x,y) <= C2 en todo el dominio D, entonces se
cumple que:

C,.4, < ”D f(x.y)dxdy<C,.A, siendo Ap el Area del dominio D
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Dominio Regular

“Un Dominio es Regular en la direccion del eje x, si toda recta paralela a dicho eje y que pasa por
un punto interior del dominio, corta a su frontera en solo dos puntos”.

De igual manera: “Un Dominio es Regular en la direccion del eje y, si toda recta paralela a dicho
eje y que pasa por un punto interior del dominio, corta a su frontera en solo dos puntos”.

Si el dominio es regular en la direccion de los dos ejes coordenados, se dice simplemente que el
Dominio es Regular.

Eijemplo 6:

Vs 4N | oA
E> X b \

> Figura 13 >
0 X 0 RS
D;: Dominio Regular D;: Dominio Regular en la direccién del eje “y”.

No es regular en la direccion del eje “x”.

6y, " [T ]

Si el dominio de integracién no es regular ni en la direccién del eje “x”, ni en la direccién del eje “y”,
entonces para poder integrar se lo debe dividir en Subdominios Regulares, aplicando la
propiedad n° 3.

Igualmente, si alguno de los limites de integracién no puede ser expresado con una sola expresion
algebraica, también se debe subdividir el dominio para poder integrar. Por ejemplo:

VA

Figura 14

HD f(x,v)dxdy= J]Dl f(x,v)dxdy+ ”& f(x,v)dxdy

Usos practicos
- -UD dxdy -> Area del dominio D.
- ffD f(x, y) dxdy -> Volumen de la funciéon en el area D.

- -UD [g (x, y) — f(x, y)]dxdy -> Volumen entre funciones delimitadas en el area D.
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Areas de superficie

Un uso de las integrales dobles es para calcular el
area de una superficie descrita por una funcion f(x,y).

Dividimos el &rea D en subdominios Aij como antes.
En esta area, a un punto Pij le corresponde una
imagen Mij. En ese punto, trazamos un plano
tangente.

Y=V ]

af(x..v.) cf(x,..v.)

T () T
cxX cy

Sobre ese plano tomamos un rectangulo de area Aog;;

tal que proyectado sobre el plano xy resulte en el
rectangulo Rij. Sumamos estas areas para toda el
area D (haciendo limite a infinito para hacerla

infinitamente mas pequefia):
lim 2.2 Ao,

mamhg 30 j=1 i=1

z—z; =

Si llamamos 7, al angulo formado por el Plano Tangente y el plano Oxy tendremos:

QAﬁ

CDS}’I-_T-

Ad, = Ao cosy, 0 Ao, =

U

El angulo y, es también el Angulo Director formado por la Recta Normal a la superficie en el punto

Mj; con el eje 0z. Por ello en virtud de la ecuacion del Plano Tangente, podemos escribar:

1

‘fﬁxﬁ.yﬂ: . ‘aﬂxﬁ_y{-,-}}f B
| R

CDS"-/U' =

cx

Reemplazando todo esto en el limite de la sumatoria anterior:

T Tef (x0T
45 = lim ZZ . }U } {f( CI 1o,
mach A0 j=] =] cy _
Entonces:
45 =] (2GR IR K/ AC) Y IS ac= [ E' —\—'i +1 dxdy
o I o | '_ (_‘,}' _I
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Integrales Triples

El concepto de Integrales Dobles puede ser ampliado a Integrales Triples adaptando lo definido para
funciones de dos variables a funciones de tres variables independientes.

Consideremos la funcién u = f(x,y,z) , continua en el Dominio con forma de paralelepipedo
rectangulo E =[a,b].[c,d].[p,q]

¥
’ E
ijk
E 7777
T 77777 A
i // i // ; :
979 ax
/] Ay;
L
e
» Figura 29
/9 y
Xy = @ Xy Xy e e s x, =b
Dividimos el intervalo en n, m y | partes segin cada dimension, y — y, —c y 3 y, =
calculamos el volumen del subdominio Eijk 'z =pvz - s
0 = P Zps Baueeeeen ceeniene s z,

: L . M (x.,.V...Z.
Elegimos un punto interior al dominio: Uk( ik ik H*)
y formamos la sumatoria triple de riemann

[ m n AV, = A Ay Az,
Z Z Z J Ky Vi 2 ) AV

k=1 j=1 i=l
Tomando limite que tiende al infinito para i, j y k tenemos:

Av; =y; =¥ Y Az =5, -z

m n

I
m LS r.0dV = im 2202 (e iy 2y )AV

mamAF =0 k=1 j=1 i=l

Si este limite existe, f (x,y,z) es integrable.

”I - f(x.v.2)dV = .”th f(x,v.2)dxdvdz
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Célculo
: . z=y(x,y)
Se realiza de igual manera que las
integrales dobles, por medio de integrales
iteradas.
HI . fx.y.z)dxdvdz 2=y (%))
cb [ @[ pyalxy) '
| fny.z)dz | dy gy
Jallaw [Junen : |
b rox)  pun(xy) >
dx d f x.y.z)dz y
j‘a Jﬁ(x} A i (.07 f( J "}
y=92(x)

Propiedades

1. La Integral Triple de la suma de dos x
funciones, extendida en un dominio
V, es igual a la suma de las Integrales Triples extendidas en dicho dominio de cada una de
las dos funciones.

”I . [fl (x,v,2)+ f5(x, v, :)] dxdvdz= I” . fi(x, v, 2)dxdvdz=+ I” . fo(x, v, 2)dxdyd:z

2. Elfactor constante se puede extraer fuera del signo de Integral Triple.

I” e f(x,v.2)dxdvdz= {J‘” . f(x, v, 2)dxdvdz ¢ = constante

3. Si el dominio V esta dividido en dos dominios parciales V1 y V2, sin poseer puntos interiores
comunes y f (X, y, z) es continua en todos los puntos del dominio V entonces:

Iﬂ , f(x,v.2)dxdvdz= Iﬂ ., f(x,v,2)dxdvdz+ Iﬂ . f(x,v.z)dxdvd:=

Esta propiedad es valida también para un mayor nimero de divisiones del dominio.
Igual que en Integrales Dobles si alguno de los limites de integracién no puede ser dado con
una sola expresion algebraica se debe subdividir el dominio aplicando esta propiedad.

4. Sifl(x,y,z) >=f2(x,y,z) en todos los puntos del dominio V, tendremos que:

IH , fi(x, v, 2)dxdvdz= J” . £, (x, v. 2)dxdvd=

5. Sif(x,y,z) =1 en todo el dominio V, entonces la Integral Triple de la funcion f(x,y,z) extendida
en el dominio V nos da el voliimen de dicho dominio.

V= .[.” [,] dxdydz siendo 7 el volumen del dominio ¥

6. SiC1ly C2 son dos constantes tal que C1 <= f(x,y,z) <= C2 en todo el dominio V, entonces se
cumple que:

GV = ”_[ . f(x,v,2)dxdvdz< C,.V siendo Vel volumen del dominio V.
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Cambios de variables

2020

Cuando nosotros hacemos un cambio de variables, estamos haciendo una transformacion lineal.
Debemos considerar que las variables de la funcién original son funciones de otras variables.

.

xX=g(uv,w)
< Vv=g,(u,v,w)

z=g,(u,v,w)

Al hacerlo, también tendremos que ajustar nuestra integral por el Jacobiano de la Transformacion:

ox  ox

J—' X-Yi_|éu ov
Luv ) |ov oy
cu  cv

Coordenadas polares (Int. Dobles)

cx cy Cx cy

cu v ov cu

El célculo de una integral se puede simplificar mediante un conveniente cambio de variables. Hay
integrales dobles en las que su calculo en coordenadas rectangulares es mas bien complicado y que
sin embargo se pueden resolver mas facilmente en coordenadas polares.

x = r.cosf! 0<p <o
vy = rsend 0<8<2r1

J‘J‘Df['_x.y)dxd}c J‘J‘Df['_rcosﬁ'.r'gent?}J{ %l drdd

Al analizar, el Jacobiano de la Transformacién es:

cosf? —rsenfd

(xy|_|& a6|_
J e | o

senfd  rcosfd

Entonces:

14

Y

Figura 21

-

[
L

X x
eje polar ﬁ

2 1 2 2
=rcos G+rsen @=r(cos G+sen &)=r

ﬁﬂf{-’ﬁ}‘)drﬁ: Hﬂf{rcos&.raenﬁ)r'drdﬁ?
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Coordenadas Cilindricas (Int. Triples) -4
En Coordenadas Cilindricas la posicion de un punto M en el » M(r,6,2)
espacio se determina por r, 9, z I Mx,vz)
e 1,0 son las coordenadas polares de la proyeccion del : _
punto M sobre el plano xy ! © §
zes la distancia del punto al plano xy 0 } - >
e zes positiva si el punto M esta sobre el plano xy y es 0 r : L Y
negativa cuando esta por debajo. X (RN
~ éx oOx Ox
X = rcosft/ O<r=w ) ~|or 66 &z| |cosf® —rsenf 0
[x,v,2| |&v &y Ov
~ == : —| =|send rcosf@ O =r
y=rsend N 0=60=27 J‘\ r6.z) |or 06 &
0z 6z Oz 0 0 1
z=2z OISO or 06 or

-
Coordenadas Esféricas (Int. Triples) ird
M(r, :@)
En Coordenadas Esféricas la posicién de un punto M en el | Macvs)
espacio se determina por 1, 6, @ : ] '
- 1 =
x = rseng cost O<r<o oy
I /// .1,'
y=rsengsend N O0=¢@=x L
cp<rr ST S p
Z =FCcosQ | 0=0=2n
ox ©Ox Ox
or 06 0o senpcosf —rsengsend rcos@cost
( ) A A, A
X, V.2 ov oy oy >
J‘ ' J =|l— = —|| =||sengsend  rsengcosf rcosgsend| =rseny
\r.0.9 cr 060 O 0
8= &  o- cos@ — rseng
or 060 JOg

.m % J(x.y, 2)dxdydz= ”_[ L&, @) r’seng drdé do
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Integrales Curvilineas

2020

El concepto de Integral Curvilinea se puede obtener a partir de generalizar la Integral Simple
reemplazando el intervalo de integracion (definido sobre un eje) por una curva plana (en R2) o por

una curva alabeada (en R3).

Sea un Campo Vectorial F definido a lo largo
de una curva plana L indicada en la figura.

F(x.y) = P(x.y)i +Q(x. 7))

Dividimos la curva L en n subarcos:

A=A AL Ay 4, =B

n
Asociando esto con el trabajo de una fuerza:
El trabajo que realiza la fuerza F a lo largo del

",-r"'""‘\\
arco“i“ti+les: T 11
Sera 4S;el vector que une a los dos puntos
donde se traza la curva:

As, = Axi+ Ay, j

y 4 L
] / /(/‘//‘B;ﬂm
yi+ Ayi A
m |
. As; |
Vi A
Az
At
A=Ag
0 Xi Xi+ Axi

Figura 1

T:‘ = f;ﬂ,s*!. =P (-Tf-."})ﬂx:' + Q(x:' - Vi )ﬁﬂr

Sumando los arcos:

L 7l

= ZF;M? - Z[P(‘Tf ,Vi)AY; +O(x,, ¥, )—’“;]
i=l i=1

Cuando hacemos los arcos infinitamente mas chicos tenemos que:

I = hIIl iﬁﬂ‘S: - ]]m i[P(x‘:nF: JAX; + O(x;. ¥, )ﬂ.l!]

maxAS —0 j=1 maxAS —0 j=1

(B)
[[ 4) [P (1 1) dx + O(x, .’-’)fﬁ’]

A 'y B son las coordenadas de los extremos de la curva L.
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Calculo

Para su calculo simple se realiza una sustitucion para reducirla a una integral definida de una
variable, segun cémo nos den la curva:

Sila curva L esta dada de la forma y = f(x) , por lo tanto dy = f'(x)dx , realizamos la
sustitucion:

{3'-2 -.J"] :| _j;] . ’

iy POep)dx+OCx. vy = [ *{Plx. £ 0]+ Ol £ (0 () i

Sila curva L esta dada de la forma x = g(y) , por lo tanto dx = g'(y)dy , realizamos la
sustitucion:

J ) - }P(L y)dx+ Q(x, v)dy = J :1 {Plg(»).v]e' () +0le(3). 3] av

(x.0)

Si la curva esta dada por una funcion vectorial: 7(t) = [f(t), g(t)] = f(t)i + g(t)j

ﬂf;.}P(ff--*’)d-*HQ(r-i-‘)dv‘:j: {PLf(0).g0) f' () +0[f(1).g(n)]g'(1)}d1

Ejemplo 4: x=t+2

Calcular J.L vdx+x°dy siendo L el segmento de recta para 0 <7 <1.
y =0t

Entonces resulta: dx=dt vy dy=6.dr,sustittimos en la integral:

9 1 1 9 1
L: vdx+ x*dy = I06_1fdf+ (t+2)*6dt = J'O(Gr' +30r + 24)dt = ‘zﬁ +150% +24¢ =41

Enrique Walter Philippeaux Pagina 47



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Propiedades

1. Al cambiar el sentido de integracién cambia el signo de la Integral Curvilinea. Pues al invertir
el sentido de integracion cambia el signo del vector AS y por lo tanto cambia el signo de sus
proyecciones 4x y Ay.

(B) (4) B
[ Pdx+0dy = —j,B]Pfﬁ + Qdy
(4) ) { ]
2. Sidividimos a la curva L por algun punto intermedio C ,
entonces:
[(B]P(f‘f-l-Qﬁ [[C]P(J?T-I—Q(fl +[[B]Pd1 + Qdh
. ay = . ! X ay
oA ’ J(4) ’ « () ’ 5 Th

Lo definido para la Integral Curvilinea es valido también cuando la curva
L es cerrada, en estos casos se la suele indicar:

L P(x,y)dx+ Q(x, v)dy 0 %L P(x,y)dx+ Q(x,y)dy

e Elorigeny el extremo de la curva coinciden, por lo tanto para integrar se debe subdividir la
curva y ademas se debe indicar el sentido de integracion.

e |lamaremos sentido positivo al sentido antihorario, y sentido negativo al sentido horario.
Cuando no se indique el sentido consideraremos el antihorario.
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Calculo de area

Las integrales curvilineas se pueden } FE L

utilizar para calcular areas. *~ /

El area del dominio D es:
X2 X3

A=| p@dc— | fEdx 4 C

|

|

A cada una de estas integrales la l
. . a1 |
podemos considerar como int. curvilineas: .
|

|

(o) X1 X X

2 fo(0dx = f[ypeydx= —fgaydx Y [x2f;(x)dx = fypcydx

Reemplazando, integrando en el sentido antihorario tenemos:

A= —[f%ydx+ fﬂydx] = — [ ydx = [ xdy

Pero en el uso practico se suele utilizar la siguiente formula:

1
A= —J (—v)dx+ xdvy
Teorema de Green 2L

Green relaciona con su teorema a las integrales dobles en un dominio D y la integral curvilinea a lo
largo de la frontera L de dicho dominio. Referirse al grafico de la esquina superior derecha de la hoja.

Sea el dominio D y consideremos definidas en él las funciones P(x,y) y Q(X,y) continuas y sus
Derivadas parciales también continuas en ese dominio.
Resolviendo la integral doble:

J_J_ f:wP(T ”fﬂﬁ*: : J-fnﬁ}c:P;ﬂ J- x ‘P(x f(0)

fl{l

Y x A(x)

=[Pl fs@)]- Ple. £y (0]

— : Plx, £, (x)]dx - J.: Plx. f,(x)]dx
— U J
Y Y

(a) (b)
- (@ J.I!P[m:f,,(r)]dr_ ___P(x, 1)(31'_—".@1”(.?._‘1-*)(?1'

X - AEC

- () J.: Plx, f,(x)]dx = ;TCP(.T. v)dx

Enrique Walter Philippeaux Pagina 49



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Reemplazando lo anterior en la integral doble obtenemos que:

.U CP(T 1) —_—dxdy —_UEP (x. .1-‘)fi’-1'+fmp(x‘ _1.~)de

—” Mﬁ(ﬁ = L P(x,vy)dx

Planteando lo mismo para Q(X,y):

” Ln’*mﬁ —I O(x, v)dy

Sumando estas dos expresiones tenemos la Formula de Green

i Pdx + Qdy = jf d—Q—d—i)dxdy

Se integré en el sentido antihorario.

: : A
Independencia de trayectoria 1

Establecemos un Dominio D encerrado por dos
curvas:

Si nosotros calculamos la integral curvilinea AEB

y ACB Y nos dieran igual, podemos decir que es

un campo conservativo.

Un campo conservativo es aquel donde la

integral curvilinea no depende de la trayectoria

gue tomemos. o0

B
[;;P(A’. v)dx+Q(x, y)dy

Sean P(x,y) y Q(x,y) funciones continuas con derivadas continuas en el dominio D, considerando
que la integral no depende de la trayectoria tenemos:

J.ﬂPrIT + QOdy - E Pdx+Qdy =0

Cambiando el sentido de la segunda integral:

__ Pdx+Qdy+ [ Pdx+Qdy =0

ACB
Entonces queda que:

f Pdx + Qdy =0
L

Y si utilizamos el Teorema de Green tenemos que:
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£de+Qdy=ﬂD (Z—S—Z—i)dxdy

Por lo que la Unica condicién para que la integral valga 0 es:

0P 00

Esta es la condicion necesaria y suficiente para que la Integral Curvilinea sea independiente de
la Trayectoria de Integracion.

F 3
Calculo en Funcion escalar ) )
Cuando calculamos una integral curvilinea en una
funcion del tipo z=f(x,y) lo que hacemos es calcular el
area comprendida entre esa curva y la imagen de la T
funcion. o ¥i Stxiyi)
Si la curva L esta dada de la forma y=g(x) la longitud T .
del diferencial de arco es: h '

; 2
ds = \/1 +g' )] .dx L 1
X
Y la Integral Curvilinea se calcula:

[ Fewds=[" flx.gl1+[g@] dx

También podemos considerar la Integral Curvilinea de la Funcion f (x, y, z) alo largo de la curva
alabeada L

[, f(x.y.2)ds = J o). @0).00l' OF +Iv'OF +[e'0)] dr
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Integral Curvilinea en el espacio -4

Sea el campo vectorial:

F(x,v.2)=P(x.v.2)i +O(x.v.2)j + R(x. v. 2 )k I
y L una curva alabeada dada por una funcion

vectorial:

r(0) = /(0.8 (D)= F ()i + (@) + D)k
0 en su forma paramétrica:
x=f(1)
y=g(1)
z = h(t)

continua en el intervalo t1,t2
Entonces la integral curvilinea se resuelve:

J.L F(.T, v, :)(fS :J.L P(.T..“[_.‘_. :)(]’.T + Q(::r_. v, :)(h; + R(.T, V. :)d: _
= [ {Plr (.. h0)f (1) + O f (1).2(0).h(0) g (1) + R £ (1). (). () Ji' ()

L5

>
v

r(0) = [£(0), 2(0), h(0)]

Funcion Potencial y Campos conservativos

Si tengo un campo vectorial F y puedo demostrar que existe una funcion U(x,y) si se cumple que:

F=grad U

El Campo Vectorial F =Campo Vectorial Conservativo
s1 F=gradu =

Funcion — u(x, y) 1« = Funci6n Potencial

Entonces, por definicion de gradiente:

i cu
F=P(x.v)i+0(x,v)j=gadu=—i+—
(v.5)i +Qx.y) j = madu=""i 47

- A
U O
P= 0=
= -
ox oy
Si derivamos P respecto ay y Q respecto a x tenemos que:
oP 60

Igualdad con la que anteriormente se establecio que F(x,y) es un Campo Vectorial Conservativo.
Y de igual manera, haciendo la inversa:

SiF=P(x,y)i+Q(x,y)j = grad u(x,y) Entonces: P(x,y)dx + Q(x,y)dy = du
Por lo que:
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du = L_”fh + E(ﬁ = P(x,v)dx+ QO(x, v)dy

{:‘1

@ plry) y 2= Q)

Célculo de funcién potencial

El calculo de U se hace por ecuaciones diferenciales:

du
P=""=Uxy = 90
Y si derivamos esta expresion respecto a y, tenemos Q:
du d d
Yen =y = ay J Pley)dx + 200

Igualdad que vamos a utilizar para despejar ¢

d d
—— | Piynd
dy ?0 = Cen T g J () X

d
) = j Qe ~ 5y j Pay)dx]dy

Ahora reemplazando en la primera ecuacion, tenemos U

d
Uxy) = ] Pixyydx + J Q) ~dy J P yydx]dy
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Operador de Hamilton

Antes de entrar en integrales de superficie tenemos que ver unos conceptos:
Definimos a NABLA como un operador diferencial de caracter vectorial:

Ve ( d d d )
. ) )
dx dy dz
También se conoce como operador de hamilton
y tendré tantos componentes como variables tenga F.

Gradiente
Este operador se usa cuando calculamos gradiente
df df df

gradf = vfz(dx'dy’dz

Siendo f una funcién escalar.

)

Divergencia

Este operador también se usa cuando calculamos divergencia de una funcién vectorial F:

_ _ _ d
divF=V-F:(dxd dZ) (P,Q,R)

dP  dQ  dR

I dy + 7, |[Escalar]

La divergencia mide, en un punto, si ese punto es fuente o sumidero.

Segun los resultados decimos que:
(+) La funcién en ese punto es una fuente (son mas vectores salientes que entrantes)
(-) La funcién en ese punto es un sumidero (son mas vectores entrantes que salientes)

div F

Rotor o Rotacional

rotF = VxF =

~§l= -
S
RN

Resolviendo:

=_AR_dQ  dP dR  dQ dP
rotF = () G T T T
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Con lo anterior podemos definir lo que es un: _ .
AT Y \& ‘\x N
= i N LN

Campo Vectorial Irrotacional

Mediante inspeccion visual, se observa que el campo esta
girando. Si indicaramos la direccion de un fluido y
pusiéramos verticalmente una rueda de palas, de las que
se utilizaban en los barcos de vapor, tenderia a rotar en el
sentido de las agujas del reloj. Utilizando la Regla de la
mano derecha el vector rotacional apuntara a la parte
negativa del eje zeta (hacia dentro) y no contendra
componentes en el eje X0 y.

rotF=0 = F=gradU

i j ok
= ] Q f F:Z QE \ { -2 QE 3\ - «)2 qz A
1'0tF:1'0t(g:radnr):'U>»<V.u:i S . Ji— cr_cu Jj-i—{ cr_cor ]IR'
ox oy o0z| \ovez coz0ov) | 0Ozox OxOz | Cxdy  ovox )
ou ou ou
ox ov oz
Y por laigualdad de las derivadas mixtas de segundo orden continuas obtenemos:
rot F=rot(gradu) =Vx(V-u)=0
(el producto vectorial de un vector por si mismo es nulo)
En resumen si rot/" =0 el Campo Vectorial F se llama IRROTACIONAL.
Y todo Campo Vectorial Conservativo es irrotacional.
Campo Vectorial Solenoidal
. dP dQ dR T .
divF=—+4+—4+—=0 = F esunCcampo Solenoidal
dx dy dz
Demostremos que esto ocurre cuando el Campo Vectorial F es el rotor de algun vector (que
llamaremos A).
(64, 64, (é4 é4,\ (064, é4 )
F =rotd = ﬁj — ﬁ‘:" r+( ﬁl — AE \J | —— _‘1 Jﬁ’
oy Ccz \ OZ cx ) X cy
[ =2 =2 ! [ =2 -2 Y ;a2 -2 A
. _ 0°4, 04 64, 0©°A4 (04, O A4, |
divF =div(totd) =| ———= |[+| — ——2 |+| —F—— |
\ &xéy oxéz ) | ovoz oyox ) | Gzéx  Gzoy )
Y por laigualdad de las derivadas mixtas de segundo orden continuas obtenemos:
div F = div(rot A) =V - (V ><A) =0
(el producto escalar entre dos vectores perpendiculares es igual a cero)
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Ecuacion de Laplace

Dado el Campo Escalar u(x,y,z) su Gradiente es:

— du du du

gradu = Vu= (dx'dy'dz)
_ — — d*u d*u d*u
div (gradu) =V Vu = (dxz'dyz'dzz)

Esta expresion resulta ser muy comin y se expresa:

V.Vu = Vzu = Au

VV=V?=A
~2 -7 -2
0 o, s,
A=——F+_—F+_— Operador de Laplace.
ox~ oy~ oz

Para el caso particular:

-2 =2 =2
cuH ou o u

Viu=Au= =0 sela denomina Ecuacién de Laplace.

-~ - 7

.2 ~ 2 2
ox” O Oz
Cuando una funcion u(x,y,z) satisface esta ecuacion se llama Funcién Armonica.
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Integrales de superficie

Consideremos en el espacio la superficie &
limitada por la curva cerrada A . Supongamos
que en el punto M la direccion positiva de la

normal a la superficie esta dada por el versor
(M) v que en cada punto esta definido el
vector:
F=Px.v.2)i+0O(x.v.2) j+ R(x.v.2) k /
n=cosai+cosf.j+cosrk
Dividimos la superficie en areas elementales y o

tomamos la suma, tendiendo a infinito (superficies a,
infinitamente pequefias) X

Jng.;;.dﬂ: Iim iﬁ.}}'j.éﬂf

maxho—0 j=1

Y

Siendo “maxAc ” el 4rea de la mayor de todas las 4reas elementales en que esta dividida la
supertficie “o .

F.np es el producto escalar entre dos vectores, por lo tanto

F.n. Ao, = ‘ﬁ‘.ﬂﬁj.cosgp

J.J.GF'I?-”’J = J.J.r (Pcosa +Qcosf+Rcosy)do

El célculo de la Integral de Superficie se reduce al calculo de una integral doble en un dominio plano.
Si determinamos los cosenos directores:

¢ oz
o ox oy 1
CosSt = — > > cosff = = cosy =— -
|/ = ~ [ w2 a 2 ~ 32 - 32
.\ 0z +({.'z | I I 0z ) " r.‘z\l l o=\ (eéz ] 1
| + — | =+ +
-~ - I a.. ] L oA -~ .
Vlax) Loy) \lox)  Lay) Vex) lov,

Ac.cosy = Ao,

do.cosy =do,, =dxdy
 dxdy

Cosy

do
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Resolviendo la integral:

J.[g |P(x,v,z)cosa +O(x,v,2)cos B+ R(x, v.z)cos y|do

H D {Plx.y. f(x.9)]cosa + Ox. v. f(x.3)]cos f + R[x.y. f(x.)]cos ] dxdy

cosy

v, f(x, jf)] + R[.T, v, f(x, _1-‘)] dxdy

5: [

JAJ‘D{_gp[x*-vnf(j‘?ﬁ’)]_51 O|x.

ﬁ Fndc _jj ‘ ——P—;—Q R ‘dx(ﬁ- donde P,Q v R estan evaluados en [x, v, f(x. )]

Teorema de Stokes

Es frecuentemente utilizado en fisica.
Consideremos que ges una superficie orientada
que esta limitada por la curva 1y que Fes un
campo vectorial que tiene derivadas parciales
continuas en una regién abierta que contiene a
o.

Este teorema establece la relacion entre la
Integral Curvilinea a lo largo de la curva 1y la
Integral de Superficie sobre la superficie acuya
frontera es la curva A:

| >
O | A%
” rotF.n.do = J.J_F.rfs D |
o A
Ampliando: X I
H | [ (;R —Cﬁ—}mwﬂ &_X ]cosﬁ+[i— i—P}COSJ’} do = I.Pd~f* Qdy+Rdz
NS - \ 0z Ox Lox oy
Demostracion
Supongamos que o estd dada por la ecuacion = = f(x.y) vy es tal que toda recta paralela al eje 0z

que la atraviesa, la corta en un solo punto. Y la proyeccion de esta superficie sobre el plano Oxy es
el dominio D .

Consideremos que z = f(x,y) es continua y tiene derivadas de hasta segundo orden también
continuas.
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Se resuelven las integrales del teorema por separado.
Recordemos que:

F=Px.v.2)i+Q(x.v.2) j+ R(x.v.2) k
R 0 OP &R ‘60 OP
6R 060\ (@ _c_] i+ oQ &P

- - A‘-

[| Fndc jj |I——P——Q+R

dxdy donde P,O y R estan evaluados en [1_1-‘, f(x, 1)]

Ahora se resuelve la Integral de superficie

[[_rotFndo=[_ { ﬁ_fi_Q

ex\ dy oz )

7 v M

donde P.Q y R estan evaluados en [x. v, f(x, }-‘}]
Ahora se resuelve la Integral Curvilinea

JF ds :L P(x.y.z)dx+O(x,v.z)dv+R(x.v.z)dz

La curva A esta dada por la funcion z = f(x, y). donde x e y son las coordenadas de los puntos de

la curva L que es la proyeccion de 4 sobre el plano Oxy. Por lo tanto tendremos que:

= f(x,y) = d::?:dl‘+§d1—‘
ox P’l

.[Fds —I x. v, fx, 1)]dr+Q[r v, f(x, 1)]0’1 —i—R[T v, f(x, 1)][ ax+ = (h]

oy

Reordenando términos y sacando factor commn dx y (ﬁ' obtendremos:

J..Z__F.ds :J‘L(P+Rm]dr+ Q+Rm dy

El segundo miembro es una Integral Curvilinea a lo lar go de la curva L y las funciones P.Q y R

estan evaluados en [x. v, f(x, J-‘}].
Si al segundo miembro la aplicamos el Teorema de Green. obtendremos:

IQ+R§—] ez
JF rﬂs_” Y k‘ o, dxdy (2)

-

Calculamos estas derivadas parciales como funciones compuestas, teniendo en cuenta que P.QO v

R son funciones de x.v.z yque z = f(x.¥):
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=1 =0 =1 =0

hA S
ov ) chT+CQrf1+§Q6_ erdT éR dy R oz \é: &%z

=y —
oz

- = 4 |— R
ox ox dx &vdx 0Oz ox |dxdx 0&vdx 0Oz 0x)ov oxcy
- - - - - - - =) -2
c 0Q oz 0ROz ORCGCzCz 0"z
ZTQ+TQT+TT—,—TT—R -
éx 0z Ox Ox oy Oz Ox Oy Cxoy
=0 =1 =0 =1
o pepl) e ™ m
g T ~ | -‘ - = = C ] -~ -~ ) ~2
\ éx) O6Pdx éPdy éPéz (éRdx é6Rdy éERéEz ) éz 6z
- P e L e e al Rl Soe
oy oxdy ovdy 0Oz0v \oxdy évdy &éz¢v) éx dyox

- - - - -2
cP ¢6Poz OR?&z C©R oz ¢z oz
- - + - - T - -~ + - - - + R -~
oy 0Oz0y oOvox 0Oz Ovox Ovox

Al restar estas derivadas en la expresion (2) se anulan los dos ultimos términos de cada una de ellas
v queda:

o 000z OR&éz OP 0OP&éz R oz )
IF-dS:”(ﬂQ"'ﬂQ,, t————
A D 6z ox Ox Oy Oy Oz Oy Oy Ox

I dxdy

Reordenando:
éz(éR & (6P @R\ (6Q @&P)
J"F.(fs':” ——| = Q‘ ]—‘ O_ ‘ dxdy 3)
A Dl x| oy év ox ) \éx &v)

Si comparamos las expresiones (l) v(3) queda demostrado que:

”g rotF.ndo = IFG’S‘
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Formula de Green

Si la superficie ¢ es un plano paralelo al plano 0xy resultara Az =0 y obtendremos la Férmula
de Green como caso particular de la Formula de Stoke.
Tal como lo demostramos para el plano, ahora en el espacio, si se cumple que:

OR 0O oP OR cQ ¢r
- - «-Q - 0 ~ A - 0 ’\Q B =) = 0
cy cZ cz X X oy

Entonces resulta:
J.f.ds :J.:Pdr— Odv+Rd-=0

y en este caso la Integral Curvilinea no depende de la forma de la curva de integracion.

Teorema de la Divergencia

. 3 . .
ZA Sea J/ un volumen definido en R” . limitado por una

supertficie cerrada o , que puede ser proyectada sobre
los tres planos coordenados. Y sea /' un campo
vectorial continuo y con derivadas también continuas
en una region que contiene a 7 .

Entonces:

”-[r divF.dv = J.J._JF ndo

Es decir que la Integral Triple extendida en el dominio
V' de la Divergencia del campo vectorial # es igual al
X tluyjo de F a traves de la superficie cerrada & que

limita a este dominio.

S1 F representa la velocidad de un liquido que corre a través del dominio 7, la Integral da la

cantidad de liquido que sale de 7 a través de o en la unidad de tiempo (o que entra si la Integral es

negativa).

S1 divF =0, la Integral también sera nula o sea que la cantidad de liquido que sale (o entra) a través

de o esigual a cero. O mas precisamente la cantidad de liquido que sale es 1gual a la que entra en

el dominio.
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Demostracion

Recordemos que:
F=Px.v.2)i+0(x.v.2) j+ R(x.v.2) k

n=cosa.i+cosf.j+cosyk

. oP 0© CR
div. + Q.

ox oy Oz
Por lo tanto resulta:

,[” (CP CE) &Jd‘—” (Pcosa+Qcosf+Rcosy)do

Podemos demostrar separadamente las tres expresiones:

J'J' E;dx—.l' ;Dcosaf do (1)
i, f dv=[ 0cosp dc @

J.J. 2 J. Rcosydo 3)
Se demostraré (3).
J esta limitada por la superficie o y sea su proyeccion sobre el plano Oxy el dominio D .
Consideremos que se puede dividir ¢ en &, o, v ;.
o, estadado por z = f (x,v). o, por z= f,(x,y),y 0O, esuna superficie cilindrica de
generatrices paralelas al eje 0z .
Resolvamos la integral del primer miembro de la igualdad (3):

IiI

m; P _” RT" J(x, 1)]”’\’d‘- ” R[Y v, fi(x, 1)]0’1(!1 4)

fi(xy)

==, “ e ”’:} dxdy= [ {Rlx.y. £, (e.)] = Rlx.y. £y (x.9)]f ddy
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Resolvamos ahora la integral del segundo miembro de la igualdad (3):
” Rcosydo = ” R(x,y,z)cosydo + ” R(x,y,z)cosydo + ” R(x,y,z)cosydo
T o [ [
Si consideramos las normales exteriores a la superficie o resulta:

cosy <0 en o,
cosy >0 en o,

cosy=0 en o,

Recordemos que:

cosy.Ao =Ao,, o

cosy.do =dxdy

” Rcosydo = —HD Rlx. v. £,(x, v)] dxdv+ JJDR[J‘, v, fo(x. 1) dxdy+0

J.J.U_Rcos ydo = JJDR[.Y, . £ (x. )] dxdy— ”D Rlx. v, f;(x. )] dxdy (5)
Si comparamos las expresiones (4) y (5) podemos comprobar que queda demostrada la igualdad
).

De modo similar se pueden demostrar las igualdades (1) y (2). con lo que finalmente queda
demostrado el Teorema de la Divergencia.
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Ecuaciones Diferenciales

Recibe el nombre de Ecuacion Diferencial toda ecuacion que establece una relacion entre la variable

mdependiente x, la funcion buscada y = f(x) y sus derivadas v', v" ... _1.'[”].
Ft VvV ey = 0
dy d*y d"y
(.. dy dx* dx" )
Definiciones

e Sila funcion buscada es de una sola variable independiente, como la indicada
precedentemente es una Ecuacion Diferencial Ordinaria.

e Sila funcion buscada es de dos 0 més variables independientes, se llama Ecuacién
Diferencial en Derivadas Parciales.

e El Orden de una Ecuacion Diferencial es el de la derivada superior que interviene en la
ecuacion.

e El Grado de una Ecuacion Diferencial esta dado por el exponente al que esta elevada la
derivada de mayor orden.

e Se llama Solucién o Integral de la Ecuacion Diferencial a toda funcion y = f (x) que introducida
en la ecuacion, la transforma en una identidad. Si la Solucion esta dada en forma implicita,
¢(x,y) = 0, generalmente se llama Integral.

EDO - Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Tienen la forma:

4
F(x,y,y)=0
Solucién General
Se llama Solucién General de una Ecuacion Diferencial de Primer Orden a la funcion:
y =F(x,C)

También son admisibles las soluciones:

C=Fxy) yx=F(Yy)
Solucidén Particular

Si se fija una Condicion Inicial y = y, para x = x, Se puede encontrar un valor de C = Cytal que la
funcion y = F(x, Cy)satisfaga la Condicion Inicial dada. Esta se llama Solucién Particular

Desde el punto de vista geométrico, la Solucién General representa una familia de curvas en el

plano de coordenadas. Estas curvas se llaman Curvas Integrales de la Ecuacion Diferencial dada.
Cada Solucion Particular esté representada por una curva de esta familia.
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A variables separables

Son las ecuaciones diferenciales mas sencillas, son aquellas que se pueden reformar para
expresarse de la forma:

f(x)dx+ g(y)dy =10

Dando lugar a una solucion sencilla donde solamente integramos ambos miembros.

[£()dx+ [ g()dy=0

Ejemplo:
Sea la Ecuacion Diferencial: x+w' =0
Es una Ecuacion Diferencial de Primer Orden con Variables Separables. pues la podemos expresar asi:
dy
x+y—=10 > xdx+ ydy =0
x

Integramos y obtenemos la Solucién General:

[xdx + | vdy=0
L

4

=C,

X2
22

Dada la forma del primer miembro. ¢l segundo siempre serd positivo, v podemos considerar:
20, =C"

Con lo que resultara:

xt+yt =t Solucion General

Corresponde a una familia de circunferencias concéntricas ¢ radio C y centro en el origen de
coordenadas.

Fijando una Condicién Inicial. por ejemplo v(4) = 3. podemos obtener la Solucién Particular
correspondiente:
4" +3° =C, = C,=5

x*+yt =25 Solucion Particular

Esta Solucidén Particular corresponde a una circunferencia con centro en el origen de coordenadas de
radio igual a 5.
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Homogéneas

Una ecuacion diferencial de primer orden sera homogénea si las variables “tienen la misma
variabilidad en la funcion”.
Esto se comprueba de la siguiente manera:

1. Expresamos la ecuacion de la forma:

dy
dx

2. Si podemos comprobar la igualdad:

fxy) = f(dx,Ay)

(Es decir, podemos cancelar todas las ocurrencias de A en la ecuacion)

=f(xy)

Entonces serd una EDO - Homogénea.
Para que se dé la condicion, los grados de las variables x e y deben ser iguales, sino no se podra

cancelar A.

Caso particular:

Cuando f(x,y) nos gueda de la siguiente manera (ejemplo):

dy x+y-—3
dx x—y-—1
No vamos a poder cancelar A sin antes aplicar una transformacién.
Lo que hacemos es basicamente definir dos variables nuevas:
X=Xx1+m = dx = dxg
y=yitn = dy =dy
Con esto definido, reemplazamos en la funcion:
dy x+y—-3 (xy +m)+ (y1+n) — 3
dx x—y—-1 (x; +m)— (y1+n) —1
Entonces, lo que buscamos es un valor para m y n de tal manera que los términos independientes se
guedan cancelados, esto lo hacemos planteando un sistema de ecuacion de dos (0 mas) incognitas.

m+n=3
m—n=1

Despejamos my n

Y reemplazamos en la funcién. Nos queda:
dy x1+y;  Axg + 4y,
dx _xl — N1 _Ax1 — Ay

Lo que queda es resolver normalmente y al final reemplazar por las variables originales.
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Lineales

Las EDO Lineales tienen / las podemos llevar a la siguiente forma:

d
2Py = Q)

dx
Para resolver esta ecuacion vamos a hacer una transformacion:
@) . v(x) y du N dv , . ,
y=uXx).vx > —=—_.7 u—=y =u.v u.v
dx dx dx

Sustituimos en la ecuacion original:

u.v + uv +P(x)u.v=0(~x)
Hacemos factor comun u en el primer miembro:

u.v + uv' + P(x).v] =Q(x) (1)
Por conveniencia, igualamos la expresion dentro de los corchetes a 0 para despejar v:

FP@Y=0 s v=To= P

v X).v = % v (x).v
f%dv: —[Padx = Inv= —[Pwxdx
vze—fP(x)dx

Con v despejado, volvemos a la ecuacion (1) y reemplazamos. El segundo miembro sera igual a 0 ya
que fue la condicion que establecimos anteriormente para despejar v.

u.e” IP@E Loyl + P(x).v] = Q(x)
w. e JP@a 4 g = Q(x)
du

= elP@= 0(x) = u= j el PO 0 (x)dx + C

(Nétese que solo cuando despejamos U tenemos en cuenta la constante de integracion)
Ahora que tenemos u y v despejados, volvemos atras con la transformacion para despejar y:

2= e 0| [ O g

Y asi tenemos resuelta la ecuacion.
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Bernoulli

Bernoulli es un caso especial para transformar una ecuacion diferencial donde y sea de un grado
diferente de 1 o 0, para transformarla en una simple EDO Lineal.
Tienen la siguiente forma:

dy p B n
v xX)y=Qx)y

Primero vamos a multiplicar toda la ecuacién por el siguiente factor: (1 —n) y™"

d

(A-m)y ™4 PE)y.(1-m) y ™ = Q@ y".(1-n) y™"
d

(1—n)y™ .% +(1=n).P().y'™ = (1 —n).Q(x)

Ahora vamos a hacer un cambio de variable, segun la expresion: Z = yl_n

a4y
1—-n)y™.—+(1—-—n).P(x).z=(1—n).Q(x)

dx
dz dy

Derivando la expresion Zz = yl‘" nos queda: a = (1 - n)y_n. E que usaremos para

reemplazarla en el primer miembro, y nos queda:

2z o A—m)P).z=(1
—+ 1 -n).P).z=(1-n).0(

Y si establecemos:

Pi(x) = 1-m).P(x) y Qi(x) = (1A-n).Q(x)

Tenemos:
dz
—+P(x).z=0:(x)
dx
Que finalmente tiene forma de EDO - Lineal, que resolveremos con su procedimiento y luego

reemplazamos x por y segln la expresion: Z = yl_”

z=yl M =y p=e P U e/ P1@dx o (x) dx + Cl

Algo comunmente realizado en este tipo de EDO es pasar el exponente de y para el otro lado de la
igualdad, aunque no es estrictamente necesario.
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Totales o Exactas

Las EDO Exactas o Totales tienen la forma:

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

Donde verifican la siguiente igualdad:
dP  dQ
dy dx
Esta es la condicién para que la ED sea Total o Exacta.
Si tomamos que P(x,y)dx + Q(x,y)dy es el diferencial de una funcion u:

AUugryy =0 = Ugy) =C

Siendo esta Ultima la solucidon General.

El calculo de U se hace de la manera siguiente:

du du
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = du =—dx +—dy
dx dy
du

P=""=Uny = f Pay)dx + o)

Y si derivamos esta expresion respecto a y, tenemos Q:

du d
dy dyJPw)dx P

Igualdad que vamos a utilizar para despejar ¢

d d

d
") = ] Qen =7 J Pley)dx |dy

Ahora reemplazando en la primera ecuacion, tenemos U

d
Ulxy) = j Payydx + f Qe =3 f Pey)dx |dy

Y acomodamos la expresion para que quede de la sig. forma, dando la Solucion General.

Uy = C

Q(x.y)

——®) = Qay)
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Soluciones Singulares

Es una solucién de la ED pero que no sale de la solucién general (no se deducen dandoles valores a
las Constantes Arbitrarias de las Soluciones Generales)
Considerando la ED: A

F(x,y,y)=0

Las soluciones generales seran del tipo:

fx,y,€) =0

Son familias de curvas.

flx,p,Cy=0

A J

A la curva G la llamamos envolvente ya que o X

es tangente a todas las soluciones generales de la ecuacion.

Esta envolvente no se puede calcular como una solucion general., sino que se debe calcular
planteando el sistema de ecuaciones:

f(xy,0) =0
a4 _

Ejemplo:
Hallar la Solucién Smngular de la signiente Ecuacion Diferencial:

2 3 3

yo+y(»y)y =4 (1)

Primero determinamos la Solucidn General. Es una Ecuacion Diferencial con Variables Separables.
Separamos las variables:

Y =4-y
o 4-)
) ==
y
_L_‘r _ T '\Jlllil-_‘vz N £= i1.||4_,'|r‘2
. "Lr d_x "Lr
i — - dy = dx
T 4-
Integramos: +J4-y' +C=x y reordenando términos obtenemos:
(x—C) +y* =< Solucion General (2)

Esta Solucion General es una familia de circunferencias de radio R =2 y centro sobre ¢l gje de las
abscisas.

f(x,3,C)=0 (x-C) +y* =4

> > y==%2
g o S2x+2C=0
cC
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Que son dos rectas envolventes a la familia de circunferencias v como satisfacen a la Ecuacion
Diferencial (1) son Soluciones Singulares.

y=2 e

y=-2

Soluciones Sinculares

y=2

: \

N N

~ N7

(x—C)Y +y* =4

Trayectorias Ortogonales

A Veces no nos interesa conocer la
familia de curvas, sino lineas que
cortan a las curvas de esta familia,
formando un angulo recto. Estas se
llaman Trayectorias Ortogonales.

En el grafico las curvas de trazo
continuo se obtienen dando valores

a la constante C de la funcion

Considerando la ED:

[ ]

olx, y,C)=0

flx.y.C)=0

QO

X

>

d
F(X, V, d_ic]) =0 cuyas soluciones generales seran del tipo: f(x, vV, C) =0

Transformar la ec diferencial:

dx
F(x,y,—@) =0

Al hacer el reciproco inverso vamos a tener la pendiente ortogonal

Esta dltima ED sera la Ecuacién Diferencial de las Trayectorias Ortogonales cuya solucion es:

o(x,y,0)=0
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Ejemplo:
Determinar las Trayectorias Ortogonales de la familia de circunferencias concéntricas:
.‘-(.-2 _‘_VJ. ol (1}
Para obtener la Ecuacion Diferencial de esta familia de curvas. derivemos:
dy
2x+2y-—=0 (3)
x
La Ecuacion Diferencial de la familia de curvas ortogonales es:
dx
2x-2y-—=0 (4)
dy

Obtengamos ahora la Solucién General de esta Ecuacion Diferencial. Es una Ecuacidén Diferencial de
Primer Orden con Variables Separables. Separemos las variables:

2x =12y ﬁ
dy
dy dx
v ox
Integramos: lny=Ilnx+InC > Iny=InCx

Y finplmente la familia de Trayectorias Ortogonales finalmente resulta:
y=Cx (5)
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EDS - Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior

Tienen la forma:

F(X,y,y’,y”,...,y[n]) =0
Solucion General
Se llama Solucién General de una Ecuacion Diferencial de Primer Orden a la funcion:

F(x,y,Cl,Cz,...,Cn) =0

También son admisibles las soluciones:

y=F(x,C1,C2,...,Cn) ysz(y,Cl,Cz,...,Cn)

Si se dan condiciones iniciales se puede obtener la Solucién Particular correspondiente.
Recordar que el grado es el exponente de la derivada de mayor orden.
En esta materia se tratan hasta EDS de 2do orden, y con coef. constantes.

Lineales Homogénea de 2do orden

S1 f(x)= 0 la Ecuacién Diferencial Lineal se llama no Homogénea 6 con segundo miembro.

% 4 a,v L +a, ,v'+a, v+a,y=[f(x) (1)

pll 4 (11_1-'["_1] F o . +a, ,V'+a, ,v'+a,y=0 2

n

Ahora veremos de segundo orden.
Tienen la forma:

r !
v +ay +a,y=0
Esta tendra dos soluciones:

yi N Y

Se cumplira la ecuacién al reemplazar por estas soluciones.
La solucién general de la homogénea sera:

Yo = V1 + B4 y también esvalido Yoy = C13’1 + Czyz

Que también cumplird la ecuacion:

0" +y.") ta (i +y,) ta(yy +y) =0
" +ay" +axy] + [y +ay, +axy,] =0

Debido a que lo que esta dentro de cada corchete, valdra 0.
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Veremos que multiplicar a una solucién por una constante, también daréd una solucion.
Entonces, la solucion general seré:

Yeu = C1y1 + Gy,

Algo a tener en cuenta: Las soluciones deben ser Linealmente Independientes y esto se

demuestra:
£ cte 6 \x/ = y,1 y,z *0
Y W/ Y1 Yo

Siendo este el determinante Wronskiano
Si la ecuacion es del tipo:

)7” + py’ +qy = 0 Siendo P y (] dos constantes

La solucién es sencilla, y de la siguiente manera:

y = ekx N yl — kekx N yll — kzekx
Entonces reemplazando la funcién y:
kzekx + vk kx kx _ kx k2 —
pke™ + qe™ = - e“lk“+pk+q]=0

Y como lo del corchete tiene que ser 0, lo llamamos la Ecuacién Caracteristica:

—pxJp?—4q
2

Y de esta expresion tendremos 3 casos posibles, en base al signo de:p2 —4q

1. Valores para k distintos ( pz —4q>0)
ye = Cief1* + C,ek2*

Solucion General
2. Valores para k iguales (pz —4q=0)

k1=k2=k=_7p 5 2k +p=0

Aqui surge un problema, porque la solucion general:yY; = Clekx + Czekx seria linealmente
dependiente. Para este caso en particular vamos a multiplicar la segunda solucion por x, ya que las
soluciones pasarian a ser linealmente independientes y al reemplazar en la ED se comprueba la
igualdad.

k1,2 =

ye = C1e™* + C, xe**

Solucién General
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3. Valores para k complejos conjugados( pz —4q<0)
k1=a+ﬁl, k2=a_ﬁi
Vo = Cle(a+ﬁi)x 4 Cz e(a—ﬁi)x

Solucién General (1) (no final)
Usaremos la Identidad de Euler para simplificar la solucién:

et = cos(x) + i sen(x)
simplificando La Solucién General (1) y luego reemplazando por la identidad:
Ve = Cleaxeﬁxi 4+ Czeaxe—ﬁxi — eax[Cle[Bxi 1+ Cze—ﬁxi]
Ve = e [Ci{cos(Bx) + isen(Bx)} + Cr{cos(Bx) — i sen(fx)}]
Y6 = €™ [cos(Bx){Cy + C2} + sen(Bx){C1i — Coi}]

Reemplazamos las sumas de las constantes, por otras constantes, y nos queda:

Ve = e®[cos(Bx){A} + sen(Bx){B}]
Ve = eY[A cos(Bx) + B sen(Bx)]

Solucion General

Solucion Particular:
Si nos piden la solucién particular, esta se suele dar de la siguiente manera, con un sistema
comprendido por:

Yoy =a = cte (1)
V') =b = cte (2)

Con (1) se calcula la constante C1.
Derivando la Solucidn General, reemplazo con (2) y se obtiene la constante C2.

Fre 5 P97 pe A CoEF. (oNsTaneS Houotineas, y
n Ho —»?,5 - O M Y}b‘lf-& : ‘o
ot L

(kﬂok |-'15 = O
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Lineales No-Homogéneas de 2do orden
Cuando tiene la forma:

y' +ay' + by = f(x)

Lo que vamos a realizar, es buscar la Solucion General Homogénea y sumarle una “Solucién
Particular, o, Solucién General No-Homogénea”

Yo =Yeu t Yonu = C1y1 + C2Y2 + Yenu

Para obtenery .y yse utilizaran dos métodos:

- Coeficientes Indeterminados.
Este método es mas sencillo, pero restringido a ciertos tipos de funciones.
- Variacion de Parametros.
Este método es mas complejo, pero general. (para cualquier tipo de funcion)

Método de los Coeficientes Indeterminados

Polinomios

Si la funcion del segundo miembro que tengo es un Polinomio de grado n:

f(x) = F(x)

Proponemos como Solucidon General No-Homogénea a otro polinomio de grado n con coeficientes
que se tendran que determinar:

yGNH == onn + Alxn_l‘l_ +An_1x + ATl
Calcularemos los coeficientes:
AO!AliAn—lr An

Ahora vamos a tratarlo con ejemplo de P de grado 2.
f(x) =Py,(x) =Dx*>+Ex+F
Primero, derivamos nuestra solucion propuesta Yy h=2 veces:
Yeny = Ax? + Bx + C
Y ong = 2Ax + B

" _
Y ey = 24
Reemplazamos la solucién en nuestra ED:
y' + ay' + by =Dx*+Ex+F

[2A] + a[2Ax + B] + b[Ax* + Bx + C] = Dx* + Ex + F
Y ahora tendremos que igualar los términos de cada grado del polinomio, con los del otro lado.
parax?: D =b.A
parax': E=2.a.A+b.B
parax®: F=2.A+a.B+b.C

Despejamos A, B y C y tendremos nuestra solucion Vg Ny -
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Caso Particular:
Si mi ecuacion tiene la forma:

V' +ay' = f(x) = Py(x)

Vemos que falta el término sin derivar, entonces lo que hacemos cuando planteamos nuestro
polinomio para resolver es:

Yonu = [Pn(x%)].x (1)
Yong = -

" _
Y GNH =~

y veremos que cuando reemplazamos estos valores en la ecuacién para buscar los coeficientes, el

primero (1) se va a eliminar.

Funcién Exponencial

Si la funcion del segundo miembro que tengo es una funcion exponencial:

f(x)=Ce** = C,a = cte
En nuestra Solucién General No-Homogénea dejaremos intacta a a:
— ax
Yenu = Ae

Solo debemos determinar el coeficiente A

Primero, derivamos nuestra solucion propuesta Yy h=2 veces:
— ax
Yenn = Ae
! — ax
y GNH — U Al e
" _ 2
Y GNH — « .A.
Reemplazamos la solucién en nuestra ED:
yll + ayl + by — Ceax
[a®. A.e®] + a[a.A.e**] + b[Ae**] = Ce™*
Quitamos e“x de todos los términos:

A +aaA+DbA=C
Al +a.a+b] =C

eax

C
S at+aa+b
Y nuestra solucion general tendré la forma similar a (puede variar segun la ED):
Y6 = You + Yonu = C1e" 7 + Ce’2* + 2 e
a*+a.a+b
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Caso Particular 1:
Si nuestra solucion fuera linealmente dependiente, es decir, se cumple que:

a =k, otambién a =k,
Entonces, la solucion que se propone, es la siguiente (igual a la anterior multiplicada por X):
— ax
yeny = Ae*. x

Derivando...

V'onn = A. [a. €%, x + e ] = A.e® |a.x+1]
Y'onn = A [a2. e x +2.a.e™] = A.e®™.[a*.x+2.a]

Reemplazando en la ED:

yII + ayl + by — Ceax
A [a*. e . x+ 2.a.e™™] + a{A.[a.e*.x + e*]} + b[Ae**.x] = Ce™*

Ahora agrupamos los términos que tienen e“x. X y los que tienen e“x
Se comprueba:

Aa’*+ada+b =0

Debido a que no hay término e %% Xen el 2 miembro. = 0. e x + Ce“x)

Y calculamos A:

C

A2.a+a. A =C =2 A4A=——
20+ a

Caso Particular 2:
Similar al anterior, si tenemos que la solucion como lo siguiente:
— — kix kox ax
Ve = [Veul + Yoy = [C1e"* + Cy.x.e2*| + A.x. e

Esta solucion va a ser invdlida, ya que es Linealmente Dependiente.
Entonces lo que se hace, es proponer una Solucion General No-Homogénea del tipo:

yGNH - Aeax- x2

Y se resolverd de manera similar a lo anterior.
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Seno/Coseno

Si la funcion del segundo miembro que tengo es una funcién con seno/coseno:

f(x)=C.cos(fx) +D.sen(fx) & C,D,p = cte
Tener en cuenta que C, o D pueden ser 0.
Lo que vamos a hacer es proponer una Solucion General No-Homogénea del mismo tipo, y derivo:

Yeny = A.cos(fx) + B.sen(fx)
y'eny = —P.A.sen(fx) + [.B.cos(fx)

V' ong = —,BZ.A.COS(,Bx) —,BZ.B.Sen(ﬂx)

Reemplazando en la ED:
y" + ay' + by = C.cos(Bx) + D.sen(fx)
—B?.A.cos(Bx) —p?*.B.sen(Bx) + a[—B.A.sen(fx) + f.B.cos(Bx)]
+b[A.cos(fx) + B.sen(fx] = C.cos(fx) + D.sen(fx)

Agrupamos todo aquello que multiplique a sen y cos...
cos(Bx).[-B*. A+ a.B.B + b.A] = cos(Bx).C
—p%.A+a.pf.B+b.A=C
sen(fx).[-B%.B —a.B.A+ b.B] = sen(Bx).D
—B2.B—a.p.A+b.B=D
Quedara un sistema de dos ecuaciones:
[b—pB2.A + [a.Bl.B=C
[—a.B]l.A+ [b—B*].B =D
Resolviendo el sistema tendremos la solucion.

Caso Particular:
Cuando la Solucién General Homogénea es compleja, del tipo:

Ve = eY[A cos(Bx) + B sen(Bx)]
Tenemos que revisar que la solucién no sea linealmente dependiente.
En ese caso, tendremos que multiplicar el factor que molesta por x.

Enriqgue Walter Philippeaux Péagina 79



Resumen Andlisis Matematico 2 2020

Combinacién Suma

Si tenemos que el segundo miembro de la ED es una suma de funciones de los tipos anteriores:
Ejemplo:

4 / _
y' +ay +by=f(x)
y" +5y"+ 6y =x—3+ 2e**
Proponemos como Solucidon General No-Homogénea a una funcién igual, con coef indeterminados:

Yony = A.x + B + C.e*™

Y dividimos la parte del polinomio, y la parte exponencial y buscamos los coeficientes por separado.
Ejemplo 1:

Si la Ecuacion Diferencial a resolver es de la forma: V' +4y" +4y =2e —5sen2x
Se propone una Solucion Particular: V, = Ae™ + Bcos2x + Csen2x
Ejemplo 2:

S1 la Ecuacién Diferencial a resolver es de la forma: V' —y=4x? -2+ 6e™
Se propone una Solucién Particular: v, = Ax?* + Bx+C+ De™
Ejemplo 3:

Si1 la Ecuacién Diferencial a resolver es de la forma: v' =3y —1y=3x+5+2cosx

Se propone una Solucién Particular: = Ax+ B+ Ccosx+ Dsenx

1.}7
Combinacién Producto

Se propone una Solucién Particular y, con la forma de un producto de funciones del mismo
tipo.

Ejemplo 1:

. .. . . Ty
S1 la Ecuacion Diferencial a resolver es de la forma: y'+4y +4y =32xe™
Se propone una Soluciéon Particular: v, =(Ax+B )e*
Ejemplo 2:

S1 la Ecuacion Diferencial a resolver es de la forma: y" —y =2xcos5x
Se propone una Solucion Particular: v, =(4x+ B)cos5x +(Cx + D)senSx
Ejemplo 3:

Si la Ecuacién Diferencial a resolver es de la forma: 3" —1y'—1y =40 sen2x

., . i :
Se propone una Solucién Particular: = e’ cos2x + Be’¥ sen2x

.1". D
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Variacion de Parametros
La ED tiene la forma:
7 / _
y' +py +qy=f(Xx)

Lo que vamos a realizar, es buscar la Solucion General Homogénea y sumarle una “Solucién
Particular, o, Solucién General No-Homogénea”

Yo =Yeu t Yonu = C1y1 + C2Y2 + Yenu

Nuestra Solucion General No-Homogénea tendra la misma forma que la Soluciéon General
Homogénea, pero suponemos que las constantes van a ser funciones de x

YenH = Ux)- V1 T V(x)- V2

Derivamos...
Viong = Wey Y1t Uy Y1+ V (). Y2 + V). Y2

Ya que si derivamos de nuevo se complicaria mucho la expresion, proponemos una condicion:
Venu = [Weo-v1 +V - v2] + [uwy-v'1 +vw-v2] Q)

Nuestra condicién consiste en que lo que se encuentre dentro de los corchetes sea igual a 0.
Ya que impusimos esa condicion (que se vera mas adelante), procedemos con la segunda derivada:

I’ I/ I/ 144 / I/ 14
Y 6NH = U ) Y1 T U Y 1TV ) YV2T V)Y 2
Cuando reemplazamos en la ED.
uly's +py's + gl +vly2a + oy +qy.] Uy + VY, = f(x)
Como lo que estamos reemplazando en la ED son las funciones Y1 e Y2, estas dan 0. Es decir, lo
que se encuentra entre los corchetes, sera 0. Entonces solo nos queda:

r..1 r..r
uy,1+vy,=[f(x)
Y si traemos la condicién que impusimos en (1), tenemos un sistema de dos ecuaciones donde las
incognitas son u’y v’

Uy, +v'y, =0
u'y'y + vy, = f(x)
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Despejando por Cramer:
Donde el determinante de abajo es el Determinante Wronskiano:

0 Y,
&y, Y2 f (x)
dx

u' = > UuU=—
Y1 Y W
v, oy,

Resolviendo la otra incognita queda:

V1. f (%)
W dx

Estas dos formulas son las que vamos a utilizar para calcular los parametros, y la solucién queda:

Y6 = Yeu T YeNH
Ve = C1y1 + G2y + Uy V1 + Vix)- V2
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Series de Fourier

Introduccion

® 4,.0y..cocc.l,............ €5 1NA SUCesiON infinita de nimeros si se conoce la ley que permite calcular

cualquier término a, para un "n" dado.

® a +a,+.... +d, o es una serie NUMErica si @;.d, ..........l, ,......... .. €8 UNa sucesioén

infinita de mimeros.

e Dada S, =a,+a, ... +a, S, se llama enésima suma parcial de la serie.
® La serie converge si: [imS, =S
n—o0

Si la sumatoria me da un nimero, la serie converge.
e Ta serie diverge si: S, > para 1 — ©

e [afuncidon f(x)es periddica de periodo "a" si: f(x) = f(x+a)

e Una funcién f(x) tiene una discontinuidad ordinaria 6 finita 6 de 1° especie en x si tiene los
Y 3

limites izquierdo y derecho finitos vy distintos: y
f(xy+&)
lim f(x,+¢&) = lim f(x, — &) f(xy—¢) f(x+)
g0 g0
<

geométricamente, en x, la funcién tiene un salto finito.

Condiciones de Dirichlet
Una funcion f(x) satisface estas condiciones en el intervalo (— T, .?I') si en este mtervalo la funcién:

1- estd uniformemente acotada, es decir si ‘ f (x)‘ <M para —x <x<nx ysiendo M una constante.

2- no tiene mas que un numero finito de discontinuidades y estos son ordinarios o de 1° especie.
3- no tiene mas que un nimero finito de extremos relativos.

N

\abQotes e Drejcuer
@ «((* — Tevidpica
@ Acorara [Pl < M

@ O_“'mm FAITA De S
P u7iyu ades iy
1% Tieo | "o

!
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Serie de Fourier

f&x)=fx+T)
r=1/f
y, = sen(2.m. 1.t)
y, = sen(2.m. 2. t)

Toda funcién periédica f(x) de periodo 2mla puedo
representar como una serie de senos y cosenos.

ft) =—+ z a,.cos(n.t) + b,.sen(n.t)|

n=1

%o

2
a

f(t) = 70 + a,.cos(t) + by.sen(t) + a,.cos(2t) + b,.sen(2t)+...

Ao, Ay, bn Son los coeficientes de la serie y se calculan con las formulas:

1 1 T T
dy = — ‘[f(l‘)(?’l‘ a, =— [ (x).cosnxdx| |b :l I‘_,f'{x}.ﬁcmmdx
T = Tz =

Calculo de los de coeficientes

A tener en cuenta:

jnsen(nx). cos(kx)dx =0

—TT
A
J cos(nx).cos(kx)dx = Sin#k:0; Sin=k,n
T
j sen(nx).sen(kx)dx = Sin#k:0; Sin=k,n
-7
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Calculo del primer término

1 Y[
ap, = - fx)dx
—TT

1. Tengo en cuenta la serie:
(0]
Qo
f(t) = > + Z la,.cos(n.t) + b,.cos(n.t)]
n=1
2. Integro todo:

f_ if(t)dt - f_ Z%dt +Z[ f_ zan.cos(n. t)dt + f_ an.sen(n. t)dt]

Al integrar, todo lo que esta dentro del corchete dara 0, ya que se cancelan las areas.
3. Integro lo que queda:

J:ﬂ®m=

a T
—0t|
2 g

Jnf(t)dt = %(n —(-m) = %Zﬂ = Mo

4. Paso el TT para el otro lado y queda:

1 ya
a, = EJ_ f(t)dt

Utilizacion del primer término:

1. Tengo en cuenta la integral:

1 2T
ap == f(dt |
0

n o 1 N
2. Refiriéndose al grafico, entre 7T iy 27T la funcion T

vale 0.

1 2n 1 ™
q= | f@de=_| fa L

iy iy |
Debido a que por area podemos dividir esa integral en

dos partes, y entre piy 2 pi el area valdra 0. o Y 2%
T

ao: Valor medio de la funcién.
Este término es siempre el valor medio de la sefial. A veces serd mas o menos facil en su calculo.
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Calculo 2do y 3er término

: . # |
1. Teniendo en cuenta la funcién (en este caso -
cuadrada), nos damos cuenta que la onda sera 6\

impar. ' :
Si multiplico una funcion par por otra impar, ' o ‘(\vql
nos dara una funcion par. j i
Al integrar una funcion par, esta dara 0. J T

1 (™

a, =—| f(t).cos(n.t)dt =0
T
-7

Es decir, si la funcion a representar es impar, solamente tendremos términos que tiene O.

Si la funcién fuera una funcion par, solo tendremos términos con cosenos.
2. Entonces tendremos en cuenta el otro término, que sabemos que no dara 0.

b, = ljﬂf(t) sen(n.t)dt = ljnf(t) sen(n.t)dt
n=g) J©. : =7 : :

3. Sacamos f(t) afuera, ya que seria la amplitud de nuestra onda.

5 (™ 5 |—cos(n.t)|"
b, = ;j sen(n.t)dt = —
0

T n

0
4. Evalud el Barrow:

A 0] = - 1
n=_ [cos(n.t) — cos(0)] = - [cos(n.t) — 1]

Se simplificé el coseno ya que valia 1, se cambiaron los signos para sacar el - afuera del

corchete.

Utilizacion del 2do y 3er término

1. Cuando n es par, la funcién valdra 0, ya que el coseno vale 1.
Cuando n es impar, la funcion valdra X ya que el coseno vale -1.

5
b, = —— ) —1] =
n=——lcos(n.t) ~ 1]
Sin=par:0

Sin

impar: 23
p " nm
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Calculo de la serie

Tengo en cuenta la funcién que estaba trabajando: (ver imagen):

- [_ .I___
Il' |
\ B 'W |
. h——
o 1 I
h. IR

T

Una vez calculados los coeficientes, volvemos a la serie original:

a -
ft) =—+ ) [a,.cos(n.t) + b,.cos(n.t)]

Reemplazo los valores calculados:

F

A
|
|

t —5+2'5 t +2'5 3t +2'5 5t +2'5 7t)+
f()—2 7Tsen() 3.nsen( ) 5.nsen( ) 7.nsen( )+....

El primer término tendra la frecuencia base de la sefial. El resto son arménicos.

Si yo tomo los infinitos términos, esta funcion va a tomar la forma de mi onda original, es
decir converge a la onda analizada.

Serie en forma exponencial

Por ultimo, si yo uso la identidad de Euler:
el 4 p—iu ( ) el _ p—iu
) sen(u) = ;
2 ' 21

Reemplazando con estas identidades en la serie original, paso la Serie de Fourier en forma
trigonométrica a la Serie de Fourier en forma exponencial.

cos(u) =

H=+x
F inx
f(x)= D c,e
H=—@
Y sus coeficientes se calcularan con la formula
T
_ 1 [f( ) —r'm'f
(’” = —j J\X)e ax
A.-"T :.-T
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