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Ecuacion segmentaria

P Ecuntion SEGMENTARS
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Planos paralelos

Planos paralelos

Ty
el e
I e 5 VE e
2 «calamﬁ : ™
r_,':.'-ﬂ 1'-)2. o L ‘i‘-I‘"ﬂ E‘G
A no® -a.ff"hlle
g08 ¢ aes®
gyl o

Simy ffmy — Ay/fmg
Entonces sus componentes son multiplos
escalares
y el producto vectorial es igual a cero

(Ay: ByiCy) = MAg; Bz G3)
A4; By G
Y se cumple que R e
5imy es coincidente conm,
A B ¢ D
4, B, C D

Planos perpendiculares

Planos perpendiculares

Ty

Cuando dos planos son perpendiculares,
Sus vectores normales también los son

Simy lms = ; L5
5i 8=90° — cos 90° =10

Entonces el producto escalar de sus
normales sera igual a cero

Iy .Tg = Aiﬂg + BJ.EZ + CICZ =0

Angulo entre planos

Angulo entre planos

e
.

&) |

El angule gue forman los plancs,
Es el mismo gue forman sus vectores normales

—% M2

Con el producto escalar podemos calcularlo

ny.7; = [f]|nz] cos@

4

Ajds + ByBy .+ 0.
cosf =

VA2 + B2+ C2. JAZ + B2+ C3




Posiciones Relativas del plano
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Familias de planos

—— ——— e ————

Es un conjuntc de planes con una propiedad comun

Familia o haz de planecs paralelas Familia o haz de planos que pasan por un punio
Ax+By+Cz+ k=0 ki (x — x0) + ka(y — ¥o) +ka(z2—25) = 0
keR
Para cada valor de “k" se fiene un plano paralelo Pasan por un punto Py (Xg; Yo Zp)
El vector normal es el mismo - # (4: B: C) Y cambian las componentes del vector normal

e
[ oy

Familia o haz de planos que pasan por la inferseccion de ofros dos

rterseccion enfre dos planos no paralelos ni coincidentes definen una recta y los infinitos planos que pasan por ella definen el haz

m  Ayx+Byy+CGz+D =0

/’-— ______________ Eie del haz Ty ¢ Azx A= Bz}" + sz o DZ =0
L7 AN ) Siendo el haz de planos
= = = - —  Ax+Biy+Cz+Di+ k(Azx +Byy+Cz+D;) = 0
—mo < k< oo



Ecuacion Normal
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Conicas

Ecuacion general:

Ax?
—

Terminos cuadraticos

A

+Bxy+ Cy* + Dx+ Ey + F=0

T

e Es una ecuacion de segundo grado con dos variables.
e El término rectangular indica un giro.

Si

XA2 POSITIVO /
EXISTE

YA2 POSITIVO /
EXISTE

A>C

C>A

CIRCUNFERENCI

A=00C=0(No Ay Cson del Ay Csonde
simultaneamente) mismo signo distinto signo
PARABOLA HIPERBOLA
Id // eje x Eje focal // x
E.pardbola L eje x e>1
e=1 "a" debajo de x
= INDIFERENTE =
PARABOLA HIPERBOLA
Id // ejey Eje focal // y
E.pardbola L eje y e>1
e=1 "a" debajo de y
ELIPSE VERTICAL
"b" >"a"
0>e<1
"a" debajo de y
INDIFERENTE ELIPSE INDIFERENTE
HORIZONTAL
"a" > "p"
0>e<1

"a" debajo de x

10




Circunferencia ¥

Definicion: v

Es el lugar geométrico de un

conjunto de puntos en un plano k 1

gue conservan siempre una
distancia constante de un punto
fijo

Leyenda:

distancia constante: Radio 0

punto fijo: Centro

‘' Fijate

welf g5 la hipﬂten

|ICP| =7

Jx—h2+(y—k2=r

2 = (x— h)? 4 (v — k)2

Caso particular

c(0;0) -

11

h i X

Del grafico a la ecuacion

usa del

U_i@ng_"-}l_it?.

mfi’ﬁ'i'

&

Segunda ecuacion ordinaria

pite

12 = x? + y? Primer ecuacion ordinaria

Forma Canonica



Que representa el radio

S5ir=0 - Unpunto ‘1
Sir<0 -

Sir=0 -

No representa un lugar geométrico en R
£ . D
Circunferencia con centro C ( —————

y radio
r=2VDZ+EL—4F

Forma ordinaria -> Forma general

(x— B2 + 0y~ K2 =+

Partimos de |a sequnda ecuacion ordinaria

x2—2hx +h2 4+ yz — 2ky + E2— 2 =0 Desarrollando los cuadrados e igualando a cero

En forma analoga
ala ecuacion
general que

ey vimos antes!
g

.xz-[- yZ—th—Zky—l-_hz—l- KE—1r*=0
T T T o e ——j———

Reacomodando |z expresion
A c D E F

Finalmente

Ax*+Cy* +Dx+Ey+F=0 donde A=C

Forma general de la Circunferencia

Forma general -> Forma ordinaria

x2+y2+Dx+Ey+F=0 Partimos de la forma general de la ecuacion de la circunferencia

. D2 " P D2 EZ . w
(.\'“—' D.\'+—)+(1-“+E\‘+—)= g IS 0 B Completamos cuadrados para "x” y para™y
4 : : 4 4 4
2 2 Sumamos a ambos miembros asi
Con (E) v (E) respectivamente

obtenemos una ecuacion equivalente

2 z z
E D E
¥t E) SR +T % I Expresando los cuadrados de cada uno de los binomios

Sacando denominador comun en el sequndo miembro

2 p2ZyE2_4F
B 4

D\2 E\2 §' Sir=0 - Unpunto ‘ ‘
Finalmente (x * ?) + (1 + E) = r? p Sir<0 — Norepresentaunlugar geométricoenR
Sir>0 — Circunferencia con centro C =5 —g) y radio

"

r=>VDZ+EZ—4F

2 o= A

12



Elipse

Definiciéon
Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de manera que la suma de

sus distancias a dos puntos fijos (focos) de ese plano se mantiene constante y mayor
que la distancia entre ellos (2a).

2 2 2 ) C
Relacion fundamental: b+ ¢ = a Excentricidad: e==< <1

Lado Recto: L, = 2~ Si A > C, es una elipse VERTICAL

Vertical Horizontal
R e T N e
H2 a2 ) H2
"a" debajode Y "a" debajo de X
Eje focal // eje Y Eje focal // eje X

| Lodisk. Pesy)y al Focog

bodncsii il

Exe Ma¥or = B0 Focal
disk-* Prygyy 5l Foco,

v

PR+ IPF |2 29 1 centra € (0,0)

FyF's Foces  F'F:diskancin Focdz 2.

F:(C :a) \/I:{?;o)
ei(bes0) N =aray
\’E,f\.‘”: Ve'rices V'V ef mapop = AUB

i
I
1

! A'f 1 QyF mee@b = 15_
Wecr=g> €= S L0 Lado Pechoz 2_%’;

13
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F(0;c)

F(0:—c)

P(x:y)

Los elementos son los mismos que en el
caso anterior
Fijate como cambiaron las
coordenadas!
Ll
Ademas b>a entonces
Eje focal coincidente con el eje y

Se puede demostrar que la ecuacion es
2 2
—tAie =
p? a®

Siiiiiiii, es parecida a la anterior!



Horizontal con C = (h;k)

AV AV,
) U )
a b & y
"a" debajo de X
Eje focal // eje X

Coordenadas:
V(h—a;k) y V(h+a;k)
F(h—c;k) y F(h+ck)

A(h;k—b) y A(h;k + b)

Trasladamos los ejes coordenados 0'= C(h; k)
“x” e “y” de modo que coincidan
con el nuevo centro (h; k)
Entonces
x=x+h > x=x—"h

};z};’+k oy }rﬂz}r—k

Reemplazando en la Primer Ecuacion Ordinaria

&)Y )

Reemplazando nuevamente

(x—h)*® v (y—k)* -

as b2

Seqgunda Ecuacion Ordinaria

16



Vertical con C = (h;k) )
2 2 Ak y
| 0h |
b a 4P :
"a" debajo de Y
Eje focal // eje Y [ x

Coordenadas: | 0 |

Vih;k—a) v V(i:k+a)

F(h;k—c) y F(h;k+¢) : g

A(h—b;k) y A(h+b:k)

La traslacion se realiza de la misma forma
Y nos queda:

(=) . y—=R)Y

b2 a?
Segunda Ecuacion Ordinaria

=1

Forma ordinaria -> Forma general

Partimos de

_ 2 k)2
R k)

a’ b2

(x —h)* a®b? N (v —k)? a%p?

Multiplicamos la ecuacién por  a?b? = a2p?
a? b2
Simplificando (x —h)? b% + (y— k)? a? = a’p?
Desarrollando los cuadrados (x2 —2hx + h2).b?% + (y2 —2ky + k?).a? = a?p?

Distribuyendo e igualando a cero  b2x% — 2b%hx + b?h? + a?y? —2a?%ky + a?k? — a?bh? =0

Reordenando la expresif'){n segun la W22 1 R apthe - 2ty SRR walkt alh? =
ecuacion general

Ecuacion General de la Elipse

Ax® +Cy* +Dx+Ey+F=0
AyCdeigualsigno ld ol

17
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Forma general -> Forma ordinaria

~ E) A oW WL Ll Lo Liaeavran e R O NI e Te]

- -

Partimos del caso 422 +2y%42x—y—6=0

Agrupamos los terminos segun las variables e 2 2
- 4x° +2x+ 2y —y=6
igualamos a 6

Sacamos factor comun g para la variable "x" y 1 1
4. x? +ox|+2. :

factor 2 para la variable "y" yo3¥)=

Determinamos los términos respectivos que van a 142 152 2 182
] = 2 = (=
formar los cuadrados perfectos Parax — ( 2 ) - (4) Paray - ( ) - ( )

2 4
Armamos teniendo en cuenta el factor que 5w 4 g1 1 1§ 3 G
acompafia a cada uno de los términos. = +EX+R b _Ey-l—ﬁ i 6+Z+ 8
Formando los cuadrados de los binomios 1\2 10?51
respectivos = (x + _) + 2'( - _) )
172 z o
2 el 51 o 4.(X+—) 2.( ——) i
Dividiendo por 5 la ecuacion 4 + Y73 _8
51 5151
8 8 8
1)\2 ( 1)2
Finalmente (x i 4) o == |
51 51

19



Hipérbola

Definicion

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de manera que el valor
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos (focos) del plano se
mantiene constante y menor que la distancia entre dichos puntos.

En la ecuacion general de la hipérbola si el término X*2 y el término INDEPENDIENTE
tienen distinto signo, la hipérbola tiene forma )( sin importar si el término X*2 es NEGATIVO

o POSITIVO

2 2 2
Relacién fundamental: b+ a = ¢

2
Lado Recto: LR = 2
a

Eje conjugado: |44/

Excentricidad: ¢ = ﬁ > 1

Eje trasverso: |V'V'| = 2a

Vertical

Horizontal

Término Y~2 Positivo
2 2
0h _ @
aZ bZ
Eje trasverso o focal // eje y
Eje conjugado L ejey

Término X"2 Positivo
2 2
—h)y” k) 1
aZ bZ
Eje trasverso o focal // eje x
Eje conjugado L eje x

Ec.Ao: y —k = i%(x—h) Ec.Ao: Yy —k = :i:%(x—h)
No esta definida para: No esta definida para:
—a<y<a —a<x<a
H;Plﬂ.’é!&z.oms 4 /!PTI”!P—'E"[]: s Jgﬁiﬁéﬂh R
p(x- o (- ki =] B ety vertical

. / FJ' [h-crk}
V' (h=2,k)
Ak K-b)

= %«_
i =15

‘lw’lo reeto

& (e N A
v (he3,k) |
A{h k+b) .

20

9%~ deborp dé\ + mnod)
p;;-:{)ﬂ-){o -0 €3¢ Focy) X, 31' bbbpbu de # y*
bS] (00 eg kY Y, o deb_;;:pdejﬁ-_ x>

AERCY2R Dx + By #F =
. Sieado A y G df d|5h4\hs|3(\0

- As;nhﬂros -
xlo b G ) aﬂ@
V—K- CMJ Y- P-* i (= H)
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Horizontal con C = (0,0)

Hipérbola con centro en el origen de
coordenadas y eje coincidente con el eje
coordenado “x”

F {—c; )

Término X"2 Positivo
2

XY

612 bZ
Eje trasverso sobre eje x
Ec. Ao: ) PR
RPalarian

l:Eje focal
FyF :Focos

FF :Distancia focal = 2c

V V:Eje transverso = 2a
P(x;y): Punto genérico Relacion Fundamental
o
'\\
bl \\E\\
a k™
b a
; : i
Asintotas : y _ax aZ 1 b2 = o2

21



El punto P(x; ertenece a la hiperbola, — —
P (x:y)p ; perhol [IPF| - [PF| = 2a
entonces, debe cumplir con la definicion

Considerando el Teorema de Pitagoras para el calculo de

e X2 Byt (e e Tyt
dichos segmentos, reemplazando nos queda V{( ) Y J( ) y

Realizando una serie de pasos algebraicos, llegamos a x?(c?— a?) - azyz —a (Cz = azj

Teniendo en cuenta la relacion fundamental donde g2pd azyz Copdpd
a?+ b? = c?despejando b? = 2 — a?, luego

X 2 bZ aZyZ aZ bZ

azh2 a2h2  ag2p2

Ecuacion candnica o T 2

Dividiendo la ecuacion por a? b? y simplificando

Primer ecuacion ordinaria a2 B2

. - i . o s S
Ecuacion canonica o Primer ecuacion ordinaria DY P e |
a2 b?
Las coordenadas de los vérticesson  V (—a;0) y V(a;0) pues .
Six=—-a o0 x=a - y=10
Intersecc iéh con el eje "y" No existe.
Simetria La hipérbola es simétrica respecto a ambos ejes coordenados y al origen
Centro de la hipérbola Punto medio entre focos. C(0;0)
La hipérbola no esta definida para losvaloresdex: -a<x <a
: : N s s 3 5 ; SR o T
Sidespejamos y = y= ia 1 4 a Sidespejamos X — X + e b
; b
Ordenada del foco Si x=d%c — Jpe=ite Z_ g2
2
Longitud del lado recto y = ii.uﬁ sooip | bl ﬁ
a a
. : . . b i
Asintotas Tiene dos asintotas conecuacion y = ig.\c Ramas Tiene dos ramas
Excentricidad: Relacionentre “c¢” y “a” e =§ > 1 pues c> a

22



Vertical con C = (0,0)

Centro en el origen y eje coincidente

[Tt}

con el eje coordenado “y

Término YA2 Positivo

2
yo_x -
CZ2 bZ
Eje trasverso sobre eje y

Ec.Ao: ¥ = =+ %X

Los elementos son los mismos que en
el caso anterior

Fijate como cambian las coordenadas!

Se puede demostrar que la ecuacion es

= xt
az b2

=1

Ecuacion canonica o

Primer ecuacion ordinaria

El eje transverso se corresponde con la

variable gue tiene coeficiente positivo

23
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Horizontal con C = (h;k)

Centro (h; k) y eje paralelo al eje
coordenado “x”

Término X"2 Positivo
«—h)’ _ k)’ _
2 2 1

Eje trasverso // eje x

Ec. Ao: y—k = ﬂ:%(x—h)
Coordenadas:
V(h—a;k) y V(h+a;k)
F(h—cik) y F(h+c; k)

A(h;k—b) y A(h;k + b)

Trasladamos los ejes coordenados “X” e

“y” de modo que coincidan con el nuevo
centro (h; k)

Entonces
% R -5
y=y +k —

X

x =Kk

y =y—k

0'=C(h; k)

Reemplazando en la Primer Ecuacion Ordinaria
i "2
&Y oY _,
a2 b2

Reemplazando nuevamente

—hY G-k)
z = -, = 1
a* i
Segunda Ecuacion Ordinaria

L



Vertical con C = (h;k)

Centro (h; k) y eje paralelo al eje

coordenado “y

Término Y2 Positivo
2 2
0 _ e
a2 b2
Eje trasverso // ejey
Ec.Ao: y—k = :I:%(x—h)

Coordenadas:

Vibk—a) y V(i:k +a)
F(hyk—c¢) y F(hik+¢)

A(h—b:k) y A(h+Db;k)

La traslacion se realiza de la misma forma
Y nos queda

S 12 e

Segunda Ecuacion Ordinaria

Forma ordinaria -> Forma general

Partimos de

E=RF =k

a2 b2 = 1
_ 12 42p2 _ 132 4252
Multiplicamos la ecuacion por  aZh? (x—h) a’h _ G—k) o — aZp2
Gic b2 ¢

Simplificando

(x—h)? b2— (v—k)? a* = a?h?

Desarrollando los cuadrados

(x2 —2hx + h%).b% - (v? — 2ky + k?).a? = a?b?

Distribuyendo e igualando a cero

b2x? — 2b%hx + b%h? — a?y? + 2a’ky — a®k? — a?b? =0

Reordenando la expresion segun la ecuacion

general

b%x2 — a?y?— 2b%hx + 2a%ky + b2h?% — a?k? — a?b? =0

Ecuacion General de la Hipérbola

Ay Cde distinto signo

Ax? + Cy’+Dx +Ey +F =0
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Forma general -> Forma ordinaria

Partimos del caso

Agrupamos los términos segin las variables
eigualamos a 13

—x2+3y2+4x—6y—13=0

3y%— 6y —x?+4x =13

Sacamos factor comun “-1” para la variable

w,_ w

x" y factor 3 para la variable "y

3.(02-2y)— (x2-4x) =13

Determinamos los términos respectivos que

van a formar los cuadrados perfectos

Parax — (?)2=4 Paray — (%)2—

Armamos teniendo en cuenta el factor que

acompafia a cadauno de los términos.

3.0 —2y+1)— (x2—4x+4)+=13—-4+3

Formando los cuadrados de los binomios

respectivos

+3.(v—1%- (x—2)2=12

Dividiendo por 12 la ecuacion

3.(y —1)? = 2% 12

12 12 12

Finalmente

(-1 (-2)?
g gz

1
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Casos Particulares
Hipérbola Equilatera o Rectangular

t¥

Las longitudes de los ejes transverso y conjugado son iguales.

Hipérbolas Conjugadas

T S

Si la longitud del eje transverso de una hipérbola es igual a la longitud del eje
conjugado de otra y viceversa.
ambas hipérbolas tienen el centro comun, ambas asintotas también son comunes y los
focos equidistan del centro.
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Parabola

Definicion

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de manera que su distancia a
una recta fija es siempre igual a su distancia a un punto fijo.

El punto fijo no pertenece a la recta.

Excentricidad: e=1

p Horizontal Vertical
2 _ _ — 12 — _
(v — k)" =4p(x—h) (x—h)” =4p(y — k)
p>0 Término Y2 Positivo Término X"2 Positivo
Id// ejey Id // eje x

eje paradbola L ejevy,
Se extiende hacia la derecha al £

eje paradbola L ejex
Se extiende hacia arriba al £~

p<0 Término Y”2 Positivo
ld// ejey
eje parabola L ejevy,
Se extiende hacia la izquierda al £

Término X"2 Positivo
Id // eje x
eje parabola L ejex
Se extiende hacia abajo al £

7 = P

f o T 7 T Pl

l..J.'-E«.I.LI f l.'r-l JI.;I 1 i | i
F: Punto f1jo.Foco

1

a: Eje de parabola.

i ] . i
rerpendicular a Lty pasa por r
R PR T — .._...l'_.l.. 3 T e my
_.']_.J.i-_l':": seCCIon enLre L
I e LICE
T Gl - R
Punto medio e g A

P(x;v): Punto genér

P(x:y)

Focoen p >0

Las ramas se abren hacia la derecha

28
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Horizontal R+ con V = (0,0)

Con vértice en el origen de coordenadas y eje {
coincidente con el eje x :
) P(x:y)
D= ¥—
Término YA2 Positivo
Id // ejey é
eje pardbola L ejey, A T E ’
Se extiende hacia la derecha al £ [y .
F(—pi0) F(p:|0)
El punto P(x; v) pertenece a la parabola, e
entonces, debe cumplir con la definicion
Considerando el Teorema de Pitagoras
para el calculo de dichos segmentos, \{'(p —x)2+y2 = x+p
reemplazando nos queda
2
Elevando al cuadrado a ambos miembros (J(p —x)2+ y2 ) = (x +p)?

-
Simplificando y desarrollando el cuadrado

e W= Eyt =Rk gt gy
del binomio
Desarrollando el cuadrado del binomio pz A e x? + _1’2 =x2+ 2px + p2
Cancelando —2pxt _‘.’2 = +2px
Primer ecuacion ordinaria >
o yve = 4px o v = 12,./px
Forma canonica *
Primer ecuacion ordinaria 2
ye=4px o v =12px

Forma candnica

Cuando p >0 —  estddefinida para valoresde RY
Cuando p< 0 —  estadefinida para valores de R™
Simetria

Sidespejamos ¥ — y = x2,/pX
Ordenada del foco

Longitud del lado recto

Excentricidad:

30

Se extiende hacia la derecha al £ oo
Se extiende hacia la izquierda al £ o

La parabola es simétrica respecto al eje de la parabola. En estk& caso coincide con el eje x

Sidespejamos x — x = £2,/py

y=2p

La distancia a F y la distancia a A son igualesporloque e =1



Horizontal R- con V = (0,0)

Con vértice en el origen de coordenadas y eje coincidente
con el eje x

Término Y2 Positivo
Id // ejey
eje parabola L ejevy,
Se extiende hacia la izquierda al £

Los elementos son los mismos que en el caso anterior.
Cambian sus coordenadas.

Se puede demostrar que la ecuacion es
112 == N .-2 = uF x
ye=4px o y*=12,/pX

Primer ecuacion ordinaria

Forma canonica

31
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Vertical R+ con V = (0,0)

a
F(0:p) & ___ 3 D
T
[ P(x: ) |
| =
T g vV |0
V(o | :
e P(x:y) @
D " e (0 —p)
a
Focoen p >0 Focoen p < 0
Las ramas se abren hacia arriba Las ramas se abren hacia abajo
Término X"2 Positivo Término X"2 Positivo
Id // eje x Id // eje x
eje pardbola L ejex eje parabola L ejex
Se extiende hacia arriba al = Se extiende hacia abajo al £

Se puede demostrar que la
ecuacion es
=%y & ¥ =311S07
Primer ecuacion ordinaria

Forma canonica
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Horizontal R+ con V = (h;k) =B

e Término YA2 Positivo !

e Id//ejey

e eje paradbola L ejey, |
Coordenadas: k -

Vik) F(h+pik)

F'(h+ p:k)
- i ,-_..._._ - - -
0 X

- x=h—-p |

Trasladamos los ejes coordenados “x” e | n

y” de modo que coincidan con el :
nuevo centro (h; k) Reemplazando en la Primer Ecuacion Ordinaria

Entonces j-'z =4px por X e y ,tenemos
x=x4+h - x =x-h
Py EE 5 yoj=k (v —k)?=4p(x—h)
Seqgunda Ecuacion Ordinaria
Vertical R+ con V = (h;k)
e Término X"2 Positivo
e Id//ejex
® gje pardbola L ejex | ;
Coordenadas: k - S s T

Vikk) F(hik+p)

" : y'

l-F'(h; k+p)

_,..
|
-]

I - v=k—p

Trasladamos los ejes coordenados “xX” e h

y” de modo que coincidan con el nuevo
centro (h; k)

Edlidiicas Reemplazando en la Primer Ecuacion Ordinaria
=% ik =5 #F=%=h x? = 4py por x e Yy ,tenemos
y=y tk = 3y =y—k

(x —h)? = 4p(y — k)

Sequnda Ecuacion Ordinaria
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Forma ordinaria -> Forma general

Partimas de
v —k)? =4p(x —h)
y2 — 2ky + k? = 4px — 4ph
y2 —4px —2ky + k%2 +4ph =0

Cy?+Dx+Ey+F=0
A=0

En general, A= C=0; D=0

Forma general -> Forma ordinaria

\‘eﬁ\".‘?ecuerda que lo gque vamos a hacer es completar cuadrados y que tenemos que llevar la ecuacion general a la

En general,

Partimos de

(x—h)2=4p(y k)

x% — 2kx + h? = 4py — 4pk
x2 —2hx —4py+h%2+4pk =10

Ax2+Dx+Ey+F=0
=D

c=0

o forma (y — k)? = 4p(x —h) pues A =0

A=0;, E=0

Partimos de

4y2 +8x —12y+13=0

w,

Agrupamos los términos segun las variables "y"” en un miembro y el

resto de los términos los pasamos al sequndo miembro.

4y2 — 12y = —8x — 13

w,

Sacamos factor comun 4 para la variable "y

4(y2—3y) =—8x—13

Determinamos el término que va a formar el cuadrado perfecto

-3

Lo sumamos a ambos miembros

9
4(y2—3y+ Z):—89;—13+9

Armamos del cuadrado del binomio.

3\2
4(y— E) =—8x—4

Sacamos factor comun “-8"

L

Finalmente

(gl

2
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Espacios Vectoriales

Definicién
Un ESPACIO VECTORIAL (EV) es un conjunto no vacio V de objetos (Matrices,
polinomios, funciones continuas, vectores, numeros (estructuras algebraicas)),

denominados vectores donde estan definidas dos operaciones llamadas “suma” y “producto
por escalar’ que satisfacen los siguientes diez axiomas:

10 Axiomas:
Si“u" y "v" € V entonces u-+vestienV
SUMA Ley de composicion interna LCI
Ley de cerradura para la suma vectoria
CONMUTATIVA Si‘u"y "v" € V entonces ut+v=v+u
ASOCIATIVA Si“‘u”, vy "w €V entonces u+(@wi+w)=(@u+v)+w

ELEMENTO NEUTRO @ Si “0"€ Ventonces vue V secumpleque O+u=u+0=u

ELEMENTO INVERSO Pparacada “u"€ V 3 —ue V :u+(-u)=(-uw)+u=0

Si “u" eV y k €uncuerpoK es unescalar entonces k.u estienV

PRODUCTO POR
Ley de composiciéon externa LCE

ESCALAR
Ley de cerradura de la multiplicaciéon por escalar
ASOCIATIVA Si‘u"e VvV, "kK"y "m" escalares, entonces k.(m.u)=(k.m).u
DISTRIBUTIVA

RESPECTO DE LA Si'uy“v eV y k esunescalar entonces k(u+v)=ku+ kv
SUMA DE VECTORES

DISTRIBUTIVA
RESPECTO DE LA Si'u” € V y k,m escalares entonces (k+ m)u=ku+mu

SUMA DE ESCALARES

ELEMENTO NEUTRO vV "u"e V secumple l.u=u
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Subespacio vectorial

W sevs un subespaag Neclariol de AV i cimple conlos 10,
L A¥iomas, | |
Condm oS Nects ovioSY SUFICENT Es

/1 r’L Ve +ov “O” de V 13 en W

Q Sf’: cwn(J\f el Tev Avoma :'”L(,I “ﬁSumﬁ”

St —Thit Cumdﬁ’ el Gto drigmp: Il ¢ -0 F(fmi X, cbmm.e
y. se cum El‘f 19| hayd?l elémenty Lnyerso .Pﬁ}.alg SUM D

Combinacién Lineal
Se dice que un vector “w” es combinacion (CL) de los vectores

V1, V3, ..., Uy Sise puede expresar como

w=kyv; + kov,, + -+ kv, siendo los k; escalares

Conjunto Generador

Los vectores vy, V5, ..., 1, pertenecientes al espacio vectorial V generanaV
si todo otro vector de V se puede expresar como CL de ellos
Entonces V vector v € V , 1 escalares a,, a,,..,a, talesque

vV=av; +asv,y, +--+a,v, siendolosa; escalares
WV \,-V; J@f;gﬁ, ,gn T = :IU‘
“"'_‘r"' Q-\-\J\ ::'.;n

V 'afv’ '!" a‘;lvli_.--“;gﬂvﬁ
endo Qi L;’,‘-*_,‘.)l:j.‘utb-
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Base

Una Base de un Espacio Vectorial es: Un conjunto finito de vectores linealmente
independientes, que generan al Espacio Vectorial al cual pertenecen.

Para verificar si los vectores del conjunto S = {v1,v2,...,vn}

son una base para el E.V. V = R*n. Hay que expresar el vector nulo como CL de estos.
Es decir: 0 = k1.v1 + k2.v2 + ... + kn.vn. Si organizamos esto de manera vertical como
siempre, y sacamos su determinante, y este es DIFERENTE DE 0, esto quiere decir que
son Linealmente Independientes. Por lo que S genera a R*n, y es BASE de R*n

Es decir: siSes LI,y SgeneraaV, S es base de V= RAn.

.

Dado un espacio vectorial V y un conjunto de vectores S = {v, v5, ..., U }
de dicho espacio vectorial, diremos que S es base del espacio vectorial V si se cumple que

~ S es Linealmente Independiente
» SgeneraaV

Padoyn Vy un r;oh)@fo de vechre?
SE Ve, Vg, - ‘Jn} , V S'(-g Fose
dﬁ'V Sicomplel ||

1§ s Linedmente 2 ﬂtlf‘[
"“ S genefu aVl ||

.O;awmﬂtnj;m“
Stend0- 9 escaloves .

Recordemos que los vectores de la base § seran linealmente independientes si se pueden expresar como

0 =a,v; +a,v, +--+a,v, siendolos escalares a; =0
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Mo

En B~ Sedefine un c.aqjun}‘o ”S'”
s={€1?31’:€%r--4-e“} siendo;

'-'3.{ 2({1’3101 "'f@) €o = (q.-f; 0_,----]0)
en = (0,0,0,::+, 1)

el \JEH‘G r’l.’V "o n D.n-se PUPC[E‘ eRPHESA COMO
[CiLjoi V= ket et Ko %a v% |

: §%entva Q_RﬁyIS-EJ.uhﬂbﬂ;ﬁe.{:j}’a Rﬂ

| bast congnica o €512 ndat pa PJ‘,
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Dimension
Cantidad de vectores en una base

PDIMFNS!QN C'an'i" \Jefl’col-‘es L.L.en vz bEJSE.

R 5= {e,/%} R?: (_'.-[e, A t’a} . _ T

» Todo CO‘):)un'fo de r\ vechoves e Lingslmente .u\def eon P]ncsenep‘; ™ R“
b Todo cosyuntode N vectoves Lineolmente Zndep. en R esuno base de R”

S S {Vh .Ug_ un} e:fun'a 6956 P‘a.kg V fzx/o conymf—o Cc?n mgx c/f’ ﬂ
Uecfowf 85 LmEﬂr,mcm‘ﬁ D,e PEND!EMTP R AR

7 1. | T
P '|- | ;“ &k ‘5 1|
' | e bt :

Espacios renglones y columnas | L
}D’B{IIOAMH(\ e

Espacios Renglones (filas)

10 (B4 Sap... 3'1-.0_') ‘m “vertares Filg ton Ht’"fmiﬂ’nf’os -;_ g Fw, Cif. A
fa: (@21 322... dan ). SJﬁp:;chm P, 3eneloc[0 pot " vedmﬂ'i e
Fa: (amf aml ver - amn ) ; At

Espacios columnas

. e 0 veetaves columnacon 7 ¢lemeetas —
811 SM a' f; -ﬂ ) . e - i
Cy=[ay [Ca=|@aa|CaF| 11 Lot i s 0 F
1 bt 1 & SUJ)PSPBC' ) R 3@;\.3 Fadq P()v ¥ n \ectoves C_ﬂ\l_ Ql? A_
gm,-_- c8ma Sma o . . «d -

b 195 op. elemental 05 (o[ teran €lespaao d@ venglapes de vaa matpi2.
('sebre renglonés/ilos) ;

B Esoacto de columpos de A = l’SPacro de Felo ¢ df AT

p el 2. de Peng)\onesyoo\umnas dea thrn > M3MD DImeErsToh :3;49 A
P Dimensign d¢. A= Roogo de A (# vectoresde labsse). -
i Aﬂm ytiene Fang0 1'n“’,

L Aesincertibie.

SLidek (A) FO L=
L yectoves F*"-‘/toiwhna e p, ,500 L. I-

Lﬂ X=0 )f A ?C b -f-lf’nen so[Uf‘ran



Coordenadas

Generalizando
Si § = {v{;V5;V3; ...; 7, } es una base de un espacio vectorial “V”,
Entonces, todo otro vector u de dicho espacio vectorial se puede expresar como
= v — S G — de manera tnica por ser LI
u €1 vl_j'_ C2 V2 15 C3 V3 T iy + Cn Un los vectores de la base S
Es la expresion del vector @ en funcion de la base “5” 1.,3
Alos escalares ¢q; ¢3; €3; ...; €y se los denomina

coordenadas del vector u  relativas a la base “S”

VECTOR de coordenadas de Indicaremos MATRIZ de coordenadas de

u relativas a la base “S” t relativas a la base “S
= C
(Ws = (c1; €25 .i€n) ~ Cl
[z]ls = |2
CH
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Cambio de base

Pasos para armar la matriz de cambio de base B -> B’:
1. Expreso los vectores que componen a B como CL de los de B’
2. Escribo estos vectores, en las coordenadas de los vectores de B'.
Osea, los escalares resueltos en el punto 1 organizados de manera vertical.

3. Armo la matriz.

Sean B={w;;u;} — Basemnicial B'={w;;w,} — NuevaBase

[_] _[a € Matrices de coordenadas de los vectores de la
Y (Ular = b y d base inicial B en relacion a la nueva hase B’
Es decir u; =aw;, +bw, y @ch_l—[-dw_z £5

- expresamos Gy gy como CiL.de Wi, U, : ¥ tomomes pofa de-

los e5¢al2ves, que se deasminen copkdensdes, ¥ se oflizs de (asm, ™
| M20eYY! ! '
- expyesamos Uy y g, como C.L.de Wi, W, :y tomomes pofa e
los e5¢2l2ves, gue se decsminan Cool densdos, .y 5e orrlizs de (2-313. ™

mDnE’PS
V= Ky(aug b by Yy ka(cw Wa) = (kaﬂ( C)w +(K,b +K,_d')w.,_

Ki9 H(a. off ol
L—UJB'. Kib +§a d] [ dJ[ L &
MATPIZ DELTRANSC €| Qn —=p
de \zbese p ale bese B P [q ]B
D Siys fenemos 1o matee P, poC"'ﬁ"fhos hecer el seatdo javerso:

E JB "Pﬂf E‘UJB'

L.p selloma talyrz WQ ¥/

P es la matriz de transicion de la base B a |la base B’
=y Vv setiene Wles=Poly ¥y [¥li=F" ¥l

Observaciones
P es invertible

P es la matriz de transicionde Ba B’
P! esla matriz de transicién de B’ a B
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Transformaciones Lineales

Funciéon Vectorial F: V — W

Una funcién vectorial relaciona cada vector de un espacio vectorial con un unico vector de
otro espacio vectorial

> FV - w/ w=F(v)

/h ws  Imagen
v La imagen puede coincidir o estar

Incluida en el espacio vectorial VW

Dominio Codominio

Definicion
Si V y W son espacios vectoriales (EV) y F o T es una funcidn que asocia cada vector de
V con un unico vector de W siendo F: V-Ww = F(v) y ademas F: V—-W cumple:

1 Flu+v)=Fw+ F(v), uyv €V

o F(Au) = AF(u), VYu €V siendo A escalar

Entonces F o T es transformacion lineal (TL).

Consideraciones:
e No toda funcidn vectorial sera transformacion lineal
e Trabajamos sobre espacios vectoriales donde existen dos operaciones, sumay
multiplicacion por escalar la idea es que estas operaciones se preservan a través de
la TL

Si en vez de dos vectores tenemos “n” vectores y “n” escalares, combinando los puntos 1) y
2), entonces:

Sean vq;Vg;...;Vy, vectoresde V y kqy:ky;...; Kk, son escalares, entonces,

F(kqvy tkavat ...+k,v,) = F(kqvy) + F(kavy) + ...+ F(k,v,) por condicién |)
F(kqyvy +kyvot+ ... 4k, v,) = k;F(vy) + kyF(v,) + ...+ k,F(v,,) por condicién 2)
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Ejemplos:

T:RZ-> R3] T(x;y)=(x; x+y; x—y)
FeR® =RE [ Tlz)—4Ax

T:.V-W/ T(v)=0 |, vv EV

A todos los elementos del EV. V, la TL le hace corresponder el elemento cero.

T:V-V /I T(v)=v

Ademas, k es un escalar , entonces

T(v) = kv
« Si k>1=Tesunadilatacion (estira)
* Si 0<k<1=Tesunacontraccion (comprime)

Propiedades

T:V — W es transformacion lineal

| T(0)=10 como_ | -0.1? = (_} :T(O)zT(Uv) = 0.T(v) =0 paraveV
2 T(—v)=-T(v), Vv €V pues T{—v)=T(-1lv)= L Tl{u——1i}

3 Tw-—-w)=Tw)-Tw), Vvyw €V
pues T(wv—w)=Tw+ (—1).w)=Tw)+ (—1)TWw) =T(w) —T(w)
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Nucleo, kernel o espacio nulo
Es el subconjunto de los vectores del EV V que tiene como imagen el vector nulo de W

i
Se indica N(T) o ker(T) -
Es un subespacio de V |

Su dimension se denomina Nulidad de T | T: R® > R e
T | |
v e s W | . 1. Es_ el nl.l_{lie_-.:rl -
| La solucion del sistema homogéneo

Siempre compatible

. .

El nicleo es el espacio de

soluciones

Imagen o recorrido

Es el subconjunto de los vectores del EV W donde todos los vectores son imagen de algun
vector del EV V. Son los valores de la funcién cuando “v” varia en V

Se indica I(T) o R(T)

Es un subespacio de W

T:R* > R™ | Ax=Hh'otix] — 8
Su dimension se denomina Rango de T

!

T Imagen
v T Sistema no homogéneo
I w r TRy r
e =g Serd compatible si “b" estd en el
1 — —=_ w espacio de columnas de la matriz A
v2— -\\1 P ’
. W
N(T) — ~9 M |

Teorema de la dimension

La suma de la Nulidad de la transformacion con el Rango de la transformacion es igual a la
dimension del espacio vectorial de partida o dominio

T:V - W esTLyV es de dimension “n", entonces

Rango T + Nulidad de T =n

Para = R: SR Flx) =A%
‘n" corresponde a la dimensién del espacio vectorial de partida
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Determinacion por valores de una base

Una TL esta completamente determinada por los valores de una base.
Si tenemos una base S = {vy; vy; ;v 3 deV y T:V - W esTL
y conocemos las imagenes T(v,); T(v,); ...; T(v,)

Podemos obtener la imagen de T(v) de cualquier vector “v"

I Expresar el vector "v" en terminos de la base
v =kqvy + kovs, + - + kv,

2 Determinar T(v) = k1T(v1) + k2T (v2) + ...+ kuT(vy)

S ={v 73 73} donde 7y =(1;1:1); v, =(L;10) 7;=(10;0)

T:R®—>R? esTL y T(vy) =(1;0) ; T(vy) = (2; —1); T(v3) = (4;3)

Determinar T(v); ? siendo ¥ =(2;-3;5)

| (2; —3;5) = kq(1;1; 1) + k5(1;1;0) + --- + k,,(1; 0; 0) Siendo k; =5
kz =_8
kg =5

2 T(2;-3;5) =5T(vy) — 8T(vz) + 5T(v3)
T(2;—3;5)=5(1;0)—8(2;—1) + 5(4;3)
T(2;-3;5)=5(1;0)—8(2;—-1) + 5(4;3) T(Z2:—3;5)=(9;23)
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Matriz Estandar

Si T:R™ > R™ es una transformacion lineal,
entonces es posible encontrar una matriz 4,,,, tal que la transformacion “T" es la
multiplicacion por la matriz A
T(x)=Ax

En general,si {&,,&,, ..., &,} es la base candnica o estindar para R" y A es una matriz
de orden mxn (4,,xn)
que tiene como imagenes de los vectores de la base,

a los vectores columna de la matriz A

aj; daiz .. Qin
4- ﬂ':z:]_ ﬂz:z ﬂ',:z"
Om1 Apz - Qmn

T@E) T@) - T@E)

Demostracion: T: R"™ - R™ esla multiplicacion por la matriz A
&

Siendo x = —X;.8y ¥ X501 . X B,

Por linealidad T(x) = x,.T(e;) + x,.T(€;)+ ... + x,,. T(€,) (1

Ademas,
ajy ag2 - Qin x ajp x3 + appxz + ag;zxz + ..+ Qp Xy
N 3y Qqzz e Qzy Xg | _ Oz1 X1 + azpXxz + azzpxz + ... + OxpXp
@t Az - Agy] P @i X1 + Oz X3 + Gz X3 + .. + Goa X,
Reexpresando
a1 @12 din
Ay — v @1 |4 Xs. 922 1 A2n
Am1 Am2 fmn
Segin Y A.X= x1.T(€1) + 5. T(€)+ ... + x,,. T(8) (2
Luego como los segundos miembrosde | yde 2 soniguales entonces T(X)=AX
Para T(x) =A4.x A es la matriz estandar para la transformacion T

Y tiene como vectores columna a las imagenes de los vectores de la base estandar

A=[T(er)|T(ez) - |T(en)
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T[(I)] - 11+—2 .00 B [i]

[] 00+—211 [—] T[§§]=[i —21] [2]

— A= Luego T: R* - R?/ T(x) = A.X
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